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RESUMO

O trabalho aqui desenvolvido tem por objetivo apresentar uma formulacéo direta do Método
dos Elementos de Contorno, conhecido como MEC, para analise de porticos planos, onde
atuam cargas estaticas, interagindo diretamente com o solo, 0 meio considerado continuo,
estabelecendo representacdes algébricas para esse fim. Dessa forma foi levado em
consideracdo as deformacGes que ocorrem no solo e que véo interagir diretamente com a
estrutura reticulada. A esse problema da-se o nome de interacdo solo-estrutura-fundacéo.
Portanto, é estabelecido uma solu¢cdo numérica baseada no Método dos Elementos de
Contorno para analise dessa interacdo, ou seja, a superestrutura e o solo serdo modelados
unicamente pelo MEC. E importante que haja essa Andlise da Interacdo Solo-Estrutura, pois
se trata de uma poderosa ferramenta para determinacdo dos deslocamentos reais que ocorrem
na fundagdo assim como os esforcos internos que Ihes solicitam, onde em outros modelos que
ndo a consideram podem estar interpretando o problema fisico de forma errénea. Diante disso,
devera haver uma compatibilizacdo entre os sistemas algébricos do pértico plano e do solo
para que seja possivel haver tal interacdo entre as partes, tornando-o0s um sistema unico. Para
0 problema do solo foram utilizadas as solu¢fes fundamentais de Melan, do semi-plano
infinito, onde é composta pela solucdo fundamental de Kelvin 2D somada a uma parte
complementar, ao qual sdo apresentadas as solucGes fundamentais para a sapata admitida
como linear e rigida e ponto fonte e ponto-campo sobre a mesma reta. Por fim temos os
exemplos calculados pela teoria, através de um algoritmo criado em linguagem C++, onde 0s
porticos planos analisador demonstraram dados satisfatorios.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Andlise da Interacdo Solo-Estrutura.
Solucdo Fundamental de Melan.



ABSTRACT

The work developted aims to show the direct formulation of Boundary Element Method
(BEM) to analyze flat porchs where act static loads, the latter interacting directly with the soil
(considered continuum). Futhermore, we set up algebric representation to this purpose. In this
way, we considered deformations in the soil, which will interact directly with the lattice
structure, this problem is called the soil-structure-foudation interaction. Therefore, it is
stablished numerical solution based in BEM, i.e, the superstructure and the soil will be
molded only by the method. It is important to do the Soil-structure Interaction Analysis,
because this is a powerful tool to define the real deslocation that occur in the foudation, such
as the internal enforces that is applied, which other models do not consider, mistaking the
physical problem. Moreover, it has to be a compatibilization between the flat porch's algebric
system and the soil in order to have such interaction, becoming an unique system. To the soil's
problem, was used the Melan's infinity half-plane fundamental solutions, that is composed by
the Kelvin's 2D fundamental solutions added to a complementary part, which is presented the
solutions of Shallow Foundation, regarded as linear and rigid, with the load-point and field-
point in the same line. Finally, we calculated basic examples of the model throught an
algorithm in C++, where the flat porchs' analyzer presented satisfactory data.

Keywords: Boundary Element Method. Soil-structure Interaction Analysis. Melan’s
fundamental solutions.
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1 INTRODUCAO

O crescimento do setor da construcgéo civil traz consigo a elaboragdo de edificagdes
cada vez mais arrojadas e cada vez mais esbeltas, exigindo assim o desenvolvimento e
melhoramento de técnicas construtivas e calculos, além de requerer conhecimentos mais
avancados por parte dos projetistas sobre a estabilidade dessas edificacGes. Dessa forma, a
andlise estrutural vem sendo feita considerando diversos efeitos, como por exemplo a
interacdo portico-placas, pértico-nucleo, solo-estrutura etc.

Na analise de diversos problemas fisicos da engenharia estrutural, governado por

equacdes diferenciais, a solucdo analitica s6 esté disponivel para casos restritos.

Nos demais a solucdo so é possivel através do uso de métodos numéricos,
gue utilizam modelos discretos, com finitos graus de liberdade, em
substituicdo aos modelos continuos dos métodos analiticos (BARBIRATO,
1991, p. 1).

Destacam-se dentro das técnicas numéricas: o Método das Diferencas Finitas (MDF),
0 Método dos Elementos Finitos (MEF) e o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Na Ultima metade do século XX, com o avanco na area da tecnologia da computacao,
surgem eficientes ferramentas de calculo, a partir de diversas técnicas numéricas de resolucéo
de equacbes ou de sistemas de equacOes diferenciais, possibilitando a analise de diversos
problemas de engenharia (CAVALCANTI, 2002). Assim as técnicas numéricas se
apresentam, neste contexto, como alternativa promissora, uma vez que contribui para
resolucéo de problemas praticos para 0s quais as soluc@es analiticas sdo de dificil obtengéo ou
de dificil aplicacdo ou simplesmente ndo existem, possibilitando ndo apenas uma grande
flexibilidade de modelagem como também agilidade na obtencédo da solu¢do (CRUZ, 2012).

O Método dos Elementos Finitos comega a ser divulgado com o surgimento dos
computadores eletrdnicos, ferramenta indispensavel ao MEF. Constitui no método mais
utilizado para solucdo dos diversos problemas de engenharia, devido a simplicidade e a
elegancia da sua formulagéo, fato esse proporcionado pela intensa pesquisa realizada sobre o
método. O MEF assim como o MDF, seu antecessor, aproxima a solucdo da equacéo
diferencial que rege o problema fisico, utilizando valores do dominio de validade, isto &, 0s
valores das varidveis estdo associados a pontos internos e de contorno do espaco em anéalise

(CALDERON, 1996). Portanto, costuma-se denominé-los de “métodos de dominio”.
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Posteriormente surge o Método dos Elementos de Contorno, denominado MEC apés o
trabalho de Brebbia (1978), como um procedimento numérico promissor para resolucéo de
diversos problemas fisicos usuais no campo da engenharia, ganhando espago entre 0s mais
conceituados pesquisadores e se tornando uma poderosa técnica de andlise de problemas da
Mecénica do Continuo.

De forma sucinta, o MEC busca obter a solucdo de equacGes diferenciais que
descrevem o comportamento de um corpo no seu dominio, através da solucdo de equacdes
integrais sobre o contorno. Assim o problema é reduzido em uma unidade suas dimensdes,
levando a menores quantidades de dados de entrada e menor sistema de equacgdes finais, isso
se deve ao fato de que no método a solucdo sera calculada em pontos discretos, 0s nds,
definidos unicamente sobre o contorno. Em contrapartida, a matriz do sistema é geralmente
cheia e ndo simétrica (BARBIRATO, 1999).

Embora seja um método numérico recente, sua origem estd ligada diretamente a
evolucdo das técnicas de resolucdo de equacBes integrais, onde em 1823 o matematico
noruegués Niels Henrik Abel (1802 — 1829) foi o primeiro a deduzir as equacdes integrais
para resolver o problema chamado “péndulo is6crono”.

A ideia basica do MEC consiste na obtencéo da equacao integral de contorno através
da transformacédo da equacdo diferencial do problema governante em uma equacéo integral
equivalente, onde relaciona valores de contorno e possibilita a analise do problema (CRUZ,
2012). Torna-se necessario entdo ao MEC o conhecimento de uma solucdo fundamental, que
representa a resposta em um ponto (chamado ponto-campo) do dominio infinito do problema
congénere devido a aplicacdo de uma forca unitaria em um outro ponto (chamado ponto-
fonte) do mesmo dominio infinito.

A Analise da Interacdo Solo-Estrutura (AISE) € um problema que vem recebendo

especial atencdo por parte dos pesquisadores em diversos centros de pesquisa, pois

[...] se constitui na melhor alternativa para a determinagdo dos
deslocamentos reais da fundagdo bem como dos esforcos internos que lhes
solicitam, pois avalia a superestrutura, a infraestrutura e o0 meio de apoio,
como um sistema Unico, no qual as trés partes componentes trabalham
acopladas (CRUZ, 2012, s/p).

De forma resumida, consiste no mecanismo de influéncia mdtua entre superestrutura-
fundacdo. Devido a concorréncia entre as areas responsaveis pelo sistema estrutural (area de

estruturas) e a responsavel pelo macico de apoio (area da geotecnia) e também devido a
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dificuldades encontrados nesse tipo de andlise, vé-se que em muitos projetos estruturais a
analise e avaliacdo dessas duas partes do sistema (solo-estrutura) € realizado em separado. O
engenheiro estrutural considera que 0s apoios da superestrutura estejam engastados na base
enquanto que o engenheiro de fundacdo admite que a fundacgdo apresente um comportamento
rigido e indeslocavel, onde as reacbes de apoio da superestrutura serdo utilizadas no
dimensionamento dos elementos de fundagdo. Tal comportamento ndo condiz com a realidade
fisica do problema, pois deslocamentos irdo acontecer devido as deformacdes verificadas no
elemento estrutural e no solo implicando em solicitages adicionais a superestrutura.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma formulagdo direta pelo Método dos
Elementos de Contorno, deducdo de equagbes integrais, solucdes fundamentais e
representacdes algébricas, para analise estatica de portico plano, apresentando uma estratégia
conveniente de sequenciamento de sistemas de referéncia, e ainda sistematizar o problema da
interacdo solo-estrutura, onde a superestrutura, o portico plano, e o solo, considerado um meio

continuo elastico semi-infinito, sdéo modelados unicamente pelo MEC.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Método dos Elementos de Contorno do ponto de vista de aplicagdes computacionais
€ 0 mais recente, embora seu desenvolvimento tenha ocorrido a partir da década de 1970.

O MEC consiste em obter a solucdo das equacGes diferenciais que descrevem o
comportamento de um corpo no seu dominio, através da solugdo de uma equacéo integral
sobre o contorno, conduzindo sempre a reducdo do problema analisado em uma dimensao, e
gerando consequentemente menor quantidade de dados de entrada, diminuicdo do tempo de
processamento em muitos problemas e menor sistema de equacdes final. Por outro lado a
matriz do sistema € geralmente cheia e ndo simétrica (BARBIRATO, 1991).

Dessa forma, 0 MEC necessita de uma solugdo fundamental, que representa a resposta
em um ponto do dominio infinito devido a aplicacdo de forca unitaria em outro ponto do

mesmo dominio.

2.2 EQUACOES INTEGRAIS E ALGEBRICAS EM BARRAS

No problema dos pérticos planos as barras da estrutura serdo estudadas sobre 0s
efeitos: do esforgo axial e da flexdo. No caso da flexdo sera usado o modelo de Euler-
Bernoulli, cujas hip6teses serdo apresentadas a seguir:

= O problema tridimensional é aqui reduzido a apenas uma dimensdo, uma vez que

foi considerado que a maior dimensdo do elemento de barra, seu comprimento, €
muito maior que as outras duas;

= Barras com segdo transversal uniforme e com planicidade mantida durante o

processo de deformacao;

= No regime estatico, as cargas sdo aplicadas de tal modo que pode ser desprezado 0s

efeitos da energia cinética;

= Material elastico linear, homogéneo e isotropo;

= Deformagdes transversais da secdo (efeito Poisson) séo desconsiderados;

= Pequenos deslocamentos e pequenas deformacdes, permitindo a superposi¢éo dos

efeitos.
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O estudo sobre os esforcos atuantes nas barras sera analisado em quatro etapas: o
problema real; o problema fundamental; a representacao integral; e por Gltimo a representacdo

algébrica do esforgo analisado.
2.2.1 Efeito Axial

Considerada a barra mostrada na Fig. 1 sob acdo de um carregamento axial

distribuido, definido por px(x), € retirado um elemento de barra dx, com um esfor¢o normal N.

Figura 1 - Barra sob efeito axial.

U; f. k. f o
I

——> = { ) e ’
X dx dx
N|

Fonte: CRUZ, 2012, s/p.

= O Problema real
A partir da Fig. 1, retirado da barra um elemento dx, aplicando o equilibrio de forcas

no elemento retirado, obtém-se:

dN

a = _px(x) (6)

Partindo da relagdo entre forca, deformagdo e lei constitutiva, pode-se escrever a forca

normal como sendo:

du(x)
dx

N(x) = EA )

Igualando a Eq. (6) a (7), tem-se como resultado a equacdo diferencial governante, Eq.

(8).
d*u(x)

EA———
dx?

+px(x) =0 (8)

= O Problema fundamental
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O problema fundamental ¢ caracterizado como um problema analogo ao problema
real, porém com dimensdes infinitas e submetido a fontes pontuais. Assim, de forma similar a

Eq. (8), a equagdo governante do problema fundamental pode ser escrita como:

d2u* (x, %) o
— 7=, )

EA
onde p,*(x,X) = §(x,X) , sendo §(x,X) a delta de Dirac. Resolvendo a equagio

diferencial, Eq. (9), obtém-se a solugcdo fundamental em termos de deslocamento (Cruz,

2012):

1
u(x,x) = —mlx—xl (10)

Para o esforco normal do problema fundamental, também de forma analoga ao

problema real, obtém-se a Eq. (11):

*

du R 1 R
N*(x,X) = EA 7 (x,%) = —Esgn(x - X) (11)

X

sendo sgn(x — X) a fungdo sinal.
= A representagdo integral

A equagdo integral ¢ uma forma equivalente a equacdo diferencial governante do
problema, que pode ser obtida mediante aplicacdo da técnica dos residuos ponderados,

conforme indicado a seguir:

L d?u
f [EA—— + px () ]u"(x, %) dx = 0 (12)
0 dx
onde u*(x, X) ¢ a fungdo ponderadora de deslocamentos ou fungao peso.
Integrando convenientemente por partes a Eq. (12), substituindo pela Eq. (9) e
aplicando-se as propriedades do delta Dirac, obtém-se a equacao integral dos deslocamentos

axiais:
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u(x) —u(0)N*(0,%) + u(L)N*(L,x) + N(O)u*(0,%) — N(L)u*(L, %)

- f [P (COu* (x, 2)]dx = 0 (13)
0

Portanto, a Eq. (13) é a equacdo integral do problema em questdo para pontos no
dominio, onde ha ainda que se calcular o termo das forgas de corpo e requer os valores das

solugdes fundamentais.
» Arepresentagdo algébrica

Para tornar o sistema solucionavel uma transi¢do da representagdo integral para
representacao algébrica deve ser feita. Isso € obtido fazendo-se coloca¢des do ponto-fonte nas

extremidades da barra, no contorno a esquerda e a direita. Obtém-se como resultado:
{u(O)} N [—N*(0,0 +&) N*(L,0+¢&)

u(0)
u(L)) [-N*(0,L—-§) N*(L,L-%) {u(L)}

_ [—u*(o,o +&) u(L,0+ f)l {N(O)} N {fx(O)}
w0, L-8) w@LL-9|NDW] AW

(14)

Através das Eq. (10) e (11), calculam-se os valores das solugdes fundamentais nas
extremidades da barra (para x = 0 e x = L). Assim a representacdo algébrica do esforgo axial

sera (Cruz, 2012):

U; —1/2 ax](wi] [0 =B (N Jai
9 P B S P L S P =

1 L
onde ay =—-1/2, B, =L/2EA, fy = f(0)= ﬁfo px(x)xdx e ij = f(L) =
ﬁ fOL Px(x)(—x + L)dx. Convém notar que os termos do vetor do carregamento fy; € fy;
dependem da fungdo que representa o carregamento px(x). Se a distribuigdo for constante

~ L
entdo esses termos ficam: f,; = f j =3
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2.2.2 Efeito da flexao (teoria de Euler-Bernoulli)

Considerando agora a barra da Fig. 2 sob a a¢do do carregamento distribuido pz(x), do
desforco cortante /z e do momento fletor Mz, da mesma forma que para o efeito axial, serd

aqui separado um elemento de barra dx para analise.

Figura 2 - Barra submetida a flexdo, com carregamento no plano xz.

T

[ e e ”‘l
X

HIIIIII

ld+‘1!

V=+dl=

ax

Fonte: CRUZ, 2012, s/p.

= O problema real
A partir do elemento de barra dx, como mostrado na da Fig. 2, pelo equilibrio de

forcas e de momento, obtém-se, respectivamente:

dv,
d_xz = _pz(x) (16)
v, = My 17

Substituindo a Eq. (16) na (17), obtém-se a equagdo diferencial governante em

esfor¢os do problema real, dada por:

d*M,
d 2

>+ p,(x) =0 (18)

De acordo com a teoria de Euler-Bernoulli as deformagdes por cortante sdo
desprezadas, resultando em distorgdo nula y,, = 0. Dessa forma, ¢ considerado pequenas
deformacgdes e pequenos deslocamentos, onde a equacdo governante do problema de flexao

em deslocamentos passa a ser:



£l d*w(x)

e pz(x)

= O problema fundamental

18

(19)

Assim como foi visto para o efeito axial, por analogia ao problema real a equagdo

governante do problema fundamental serd (Cruz, 2012):

A~

d4w* (x, %)
——— =0, (x,%)

El, Il

sendo p,"(x,X) = 6(x,X) ,cuja solugdo ¢ dada por CRUZ (2012):

x—%|3
L

¥l B L
wi(x, %) = 1251y[

Tem-se ainda, as demais solucdes de interesse:

dw*(x, x) L?

dx  4EI, sgn(x = %)

¢ (x,%) =

o2
|x—x
L

M, (%) = —EIy 2w (x x) ”x - x| ]

d3W (x, %) 1 ~
————— = —=sgn(x — X)

v (x %) = dx3 2

(20)

(2D

(22)

(23)

(24)

E necessario ainda as grandezas fundamentais oriundas da derivagdo no ponto-fonte

(X) das Eq. (21) a (24) sdo:

* A\ x—2|?
wi(r, %) = 12E1L, “Tl -3 |T| + 2]

(6. %) = dw*(x, %) L7 |x—9?2 2|x—9?| e )
¢ dx  4EL |l L 7 B
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M, (x,%) = —EL, 2w (x x) _ ”x —x| ]

. a3V (x, %) 1 ~
V, (x,%) = _EIYT = —Esgn(x - X)

= A equacdo integral

Aplicando a técnica dos residuos ponderados na Eq. (19), fica:

L 4
f lEIyddW—xE‘x)— p, ()| w*(x,X)dx =0 (25)
0

Integrando convenientemente por partes a Eq. (12), substituindo pela Eq. (9) e
aplicando-se as propriedades do delta de Dirac, obtém-se a equacdo integral dos

deslocamentos transversais (linha eléstica):

w(x) — [V (w"(x, X) +[M,, ()" (x, X)] +[pOM," (x, x)]

L L
F WL D] - [ [ Gow G, D)dx = 0 26)
0

Uma vez que temos duas condigdes de contorno desconhecidas, torna-se necessario a
obtencdo de uma equacdo adicional. Isso pode ser feito derivando-se no ponto fonte a Eq.

(26), resultando na equagdo da inclinacao da elastica.

—0@) — LW (6 D] = [M, (" 6 D] + [BCOM, ¢ (x, )]
WV, (D] = [ [ oW G, D)]dx = 0 @7)
0

= A representagdo algébrica
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A transi¢ao da representacao integral para a algébrica requer a colocagdo do ponto
fonte nas extremidades da barra, isto ¢ em X — 0 e X = L nas Eq. (26) e (27). Isto resulta no

sistema a seguir:

w(0)
—¢(0)
w(L)
—-¢(L)

[ —VZ*(O,0+€) —My*(0,0+€) VZ*(L,O+E) My*(L,O+§)] .
| OO My 00+ Ve L0+ My’ (1,0+)] o)

-V 0,L-& -M,(0,L-& VS (LL-9) My*(L,L—f)J \ggg

V2" (0,L— &) —Myg"(0,L—&) Vo' (LL—8) My (LL—¢)

r —w*(0,0+ &) —¢*(0,0+¢) w*(L,0+ &) qb*(L,O—i—f)] V.0
_| e 0048 —4700+0 w0+ 6L+ |0
| -wr0,L-8 ¢ (O0L-& wLL-§ ¢ LL-E |]rw

W (0,L—8) —¢(0L—8) we(LL—§) g (LL-elv?

fz(0)
70 )
fzz (L)

Apbs o calculo das solugdes fundamentais nas devidas colocagdes do ponto fonte a Eq.

(28) toma a forma a seguir (CRUZ, 2012):

~1/2 ~%1 —1/2 0
w(0) w(0)
o) ( [ o -1/2 0 —1/2] ¢ (0)
wa) (T|-1/2 0 —1/2  ay |)ww)
o) 0 -12 o —1/21\*®

— 0 0
by B, _ g 31 (o f21(0)

[ 0 ﬁyz ﬁyl O J VZ((L)) fZl((L))
M, (L f L
_ﬁyz 0 0 ﬁy3 Y ¢

onde @y =L/2, py = L3/6EL,, By = L2/4E1y, Bys = L/2EL,, f;1(0) =

L * L % L *
Jo p2CIW™(x,0)dx,  fr1(L) = [ p(Ow (%, L)dx,  f31(0) = — [, (Iw” 1 (x, 0)dx,
for(L) =— | OL p,(x)w* x(x, L)dx. Convém notar que os termos do vetor de carga dependem

da distribui¢do dos carregamentos ao longo da barra e que para o caso deles serem constantes,

5 L3

5L% L* 13
o vetor de carga fica: f,,(0) = pEETR fa (L) = P f$1(0) = ~ fpr(L) = o
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2.3 UNIFICACAO DOS SISTEMAS DE COORDENADAS

Quando a estrutura ¢ formada por barras inclinadas entre si a montagem do sistema
final de equacdes pode requerer manipulacdes algébricas intermedidrias muito trabalhosas.
Por isso neste trabalho optou-se por uma estratégia de sequenciamento conveniente das
contribuicdes de cada barra. A primeira etapa ¢ associada a unificacdo dos sistemas de
coordenadas locais (SCLU), que constitui uniformizar as direcdes dos graus de liberdade dos
esforcos para os de deslocamento. Em seguida adota-se um segundo sistema de referéncia,
chamado de global (SCQG), associado a cada barra e com as dire¢des associadas a estrutura.

As grandezas grafadas com barra superior se referem ao SCLU enquanto sem barra

SCL.

2.3.1 Problemas independentes

A seguir constam as representagdes algébricas dos efeitos independentes escritas com

notagdo matricial para o SCL e SCLU, respectivamente.

(u} + [R]{u} = [g){p} + () (30)
@ + || @ = (913} + () (31)
onde

7] = 11 [R] [7a] (32)
(9] = [n]7*[g][ng] (33)
{u} = )@ (34)
p} = [n4](p} (35)

{f} =I5} (36)
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sendo [ny] ¢ [ng] operadores que relacionam os deslocamentos e esfor¢cos no SCL

com os seus equivalentes no SCLU.

= Efeito axial

Na Fig. 3, sao mostrados os SCL utilizados para analise do efeito axial na barra como

elemento do poértico e os SCLU adotados.

Figura 3 - Sistemas de coordenadas para avaliacdo do efeito axial. (a) SCL para a avaliacdo da
contribuicdo do efeito axial e (b) em relacdo ao SCLU .

L L
F ;oo :
R—- — “— I ——
; 1 N; NI
Sistema Local Deslocamentos (@) N Sistama Local Esfor¢os -
: : : : : :
1! Va
T_. X L X
_—p- T’ — N e
i uj N; N,
Sistema Local Deslocamentos Sistema Local Esfor¢os
Unificado (b) Unificado
Fonte: CRUZ, 2012, s/p.
Para os deslocamentos axiais, tem-se:
U; 1 Ui
=1 7 {—‘} 37)
i 0 11y

Ja para as for¢as normais, tem-se:

{xj} N [_01 (1) {Z]} (38)

Substituindo as Eq. (37) e (38) em (30) obtém-se a representagdo algébrica do efeito
axial no SCLU.
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h o —1 oyfN
I=1o ][Z; ;}Zj o Mat+lo Sl onlld (1)]{1@}

o 1117 =

onde [h] l:ll lel elgl = [gi g;z], sdo as matrizes de influéncia da
21 N2z

representacdo algébrica do efeito axial referidas ao SCL. Assim:
_ -1 / a _ —
u) 2 x| (W 0 =B |IN; fxt
o= 1, @S- o ||N (40)
j a, /o] %Y Bx fi f Xj
= Efeito da flexdo

Na Fig. 4, sdao mostrados os SCL utilizados para analise do efeito da flexao na barra
como elemento do portico e os SCLU adotados.

Figura 4 - Sistemas de coordenadas para avaliagdo da contribui¢do da flex&o. (a) SCL para a avaliagéo
da contribuicdo da flexdo e (b) em relagdo ao SCLU.

. Zyy
- - &
’ x /x
/ J
] T“ Sistema Local Deslocamentos /' I l Sistema Local Esforcos \ e T
g I 4 My ¥
| L | | L |
r T (a) T "

I‘T Sistema Local Deslocamentos /'*T — /:I
i . [
Unificado

L

Sistema Local Esforcos  — / T
g T Unificado My

| | L |
T (b) r'
Fonte: CRUZ, 2012, s/p.

—_—

Para os deslocamentos transversais e suas inclinagdes, a transformacao sera
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. 1000(?}
il_10o 1 0 of)%
Wil~fo 0 1 ogv_v,# (41)
o 0001[‘}.J

(V) =1 0 o0 o .f?}
{Myi}: 0 -1 0 0 4Myi$ (42)
V,j 0 0 1 0|},
Ww,,)] Lo o 01 L_yj}

(") 10 0 o l”:‘n hiz s }:1141' 1 0 o oy (™)
J?iL‘FO 1 0 O|h21 haz  has h24|0 1 0 O!?il
HNRE R (R
\%5) hay haz hgz hyy \%5)
1 0 0 01911 Y912 913 YJus1—1 0 0 O {KZi\
_(0 1 0 O0ff[92r G2z YGz3 Ga24|| 0 -1 0 O Jl‘:lyil
0 0 1 O0J|Y931 Y32 Y33 Y34|]| O 0 1 0 Vy;
0 0 0 11921 YGsaz Yaz YGasll 0 0 0 1 L— J
yj
1 0 0 O ]];Z‘
0 1 0 0f)/»
Tloo 1 of\7, (43)
0 0 0 1|7
ky])

Vlll hiz hiz hag 911 912 913 G4
[fl] _ }:121 ’:122 ’:123 f:124 elg] = 921 Y22 Y23 Y24
{hgl hy, hss h34‘ 931 Y932 Y33 Y3
fl41 ﬁ42 543 fl44 9as1 Ya2 YGaz YGasa

e finalmente
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(1,
|2
0 -1/2 0 —1/24@5
~1/2 0 —1/2 aylleJ

I[—1/2 ~ay -1/2 0 ]
Lo -2 o -12lg

[Byr O 0 ,By1]| Vyi fri frai
| (44)
I

2.3.2 Problemas Combinados

A representacdo algébrica ¢ feita inicialmente no sistema de coordenadas local
unificado (SCLU) e em seguida ¢ reescrito para o global (SCG). No SCLU sera feito a
superposi¢ao dos efeitos, Eq. (40) e (44), decorrentes da avaliagdo dos efeitos axial e do efeito

de flexdo em y. Dessa forma, o sistema algébrico do efeito combinado no SCLU sera:

[1{@} + [A] @} = [9)P} + {F} (45)
[Al{&} = [g){p} + {f} (46)
J4 para SCG:

[11{U} + [H]{U} = [G1{P} + {F} (47)
[HI{U} = [G{P} + (F} (48)

= Barra de portico plano no SCLU

A Fig. 5 abaixo mostra a barra de portico plano no plano xz, cuja representagao

algébrica ¢ obtida pela superposicao das Eq. (41) e (44).
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Figura 5 - SCLU de barra de portico plano.
y

¥
-.I-'_Jfa'f__J I_ — THE_?_/T_ —
V.‘-T" V_'-Jl
L L )
r |

Fonte: CRUZ, 2012, s/p.

A representacdo algébrica no SCLU ¢ dada por (Cruz, 2012):

u| [-1/2 0 0 a, 0 0 |u
w, 0 -12 a, 0 -12 0 |w
41| 0 0 U2 0 0 -U2j4|_
u; a, 0 0o -1/2 0 0 |y
W, 0 -1/2 0 0 -2 -a,|wW
4] 0 0 -2 0 0 -12)4¢]
3 o | f
o 0 0 B 0 07N, i
0 B, 0 0 0 B,|Vy fa
0 0 ,Bys 0 _ﬁyz 0 Myi n f¢li
po 0 0 0 0 0N | f
0 0 B 0 By 0V f
0 -8, 0 0 0 pBy|My fZJ
i (49)

= Barra de Poértico Plano no SCG

Para que a representagdo algébrica do portico plano, seja obtida, € necessario que as
contribuicdes advindas das barras, referidas a seus sistemas locais, possam ser
convenientemente acumuladas de forma a descrever o comportamento da estrutura. Para isso,
¢ necessario que haja transformagdes nos sistemas locais das barras, uma vez que estas
transformagdes garantem que os vetores de cada extremidade das barras sejam somados
algebricamente.

Dessa forma, os deslocamentos, esforcos e forcas de corpo no SCLU sao

correlacionados ao SCG da seguinte maneira:
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{u} = [RI{U} (50)
{r} = [RI{P} (51)
{f} = [RI{F} (52)

A Figura 6 mostra as coordenadas locais em relacdo as globais.

Figura 6 - Coordenadas globais 0XY e coordenadas locais principais 0xy.
Y x

Tnoi

OF >

X
Fonte: CRUZ, 2012, s/p.

A matriz de transformacdo para o portico plano é de ordem 3.nnox3.nno e ¢é

representada por:
[C] [0]]
R] = [ 53
Ce C, 0
onde, [R] = [-C, C, O] e [0] possui todos seus elementos nulos. Os elementos Cx
0 0 1

Xj+Xi

e Cy correspondem aos cossenos diretores em relacdo ao SCG, sendo C, = cosO, = —

YitY; 2 2 .
Cy = cosf, = % el = \/(Xj + Xi) + (Y] + YL-) , comprimento da barra, como mostrado

na Fig. 6.
Substituindo as Eq. (50) a (52) na Eq. (45), obtém-se:

{U} + [R]"[R][RI{U} = [RI"[g][RI{P} + [R]" [RI{F} (54)

e agora comparando a Eq. (54) com a Eq. (47), temos:

[A] = [RI"[R][R],[G] = [R]"[g][R] e {F} = [R]"{f} (55)
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= Representacdo Algébrica da Estrutura

Na representagdo algébrica da estrutura temos que levar em conta que quando duas ou
mais barras convergirem para um unico nd, deve-se isolar o n6 e indicar as barras que
convergem para ele. Além disso devera ser levado em conta a continuidade dos
deslocamentos e condig¢des de equilibrio.

Para a montagem do sistema global do portico plano, serdo considerados duas barras
convergentes no nd 3 e outras duas convergentes no n6 4, conforme Fig. 7. Dessa forma
indica-se as barras (1), (2) e (3) sendo que, as barras (1) e (3) convergem para o né 3 e as
barras (2) e (3) para o n6 4.

Assim, as representacdes algébricas para cada uma das barras no SCG, sera:

{[H(”n]{ul} +[HW 1,]{Us} = [6W11]{Po} + [¢M) 1] {Ps) (56)
[H(1)21]{U1} + [H(l)zz]{Us} = [6(1)21]{P9} + [G(l)zz]{Ps}
{[H(z)zz]{us} + [H(2)23]{U2} = [G(Z)zz]{Pe} + [G(2)23]{P10} (57)
[H(2)32]{U6} + [H(2)33]{U2} = [6(2)32]{[)6} + [0(2)33]{1310}
{[H(3)33]{U7} + [H(3)34]{U8} = [6(3)33]{P7} + [6(3)34]{P8} (58)
[H(3)43]{U7} + [H(3)4-4]{U8} = [6(3)43]{P7} + [6(3)44]{})8}

Figura 7 - Pértico plano.

SCG - ©3
(estrutura) = 4 - HPH:D‘
z 3)
‘ estrutura 2y (3)
X
SCG (1) M)
(solo)
X
1 - nol
Z ___am sapatal < sapata2 1 B
solo salo \F. F

Fonte: CRUZ, 2012, s/p.
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Dessa forma, de acordo com a Fig. 7, devemos aplicar as condi¢des de

compatibilidade de deslocamento em todos os nos, resultando em:

{U1} = {Uspl,est}

{Uz} = {Uspz,est}

{Us} = {Us} = {U7}

{Us} = {Us} = {Us} (59a—-4d)

Deve-se garantir ainda as condi¢gdes de equilibrio do mesmo:

{P9} + {Fspl,est} = {0}

{Ps} + {P7} = {F5}

{Pe} + {Pg} = {F.}

{Pio} + {Fspz,est} = {0} (60a—d)

onde {P4} e {P5} correspondem aos vetores que contém os esforcos a direita e a
esquerda, respectivamente, do n6 2 e {F} contém as for¢as e momentos que sdo aplicadas
diretamente neste no.

Agora substituindo as Eq. (59) e (60) nas Eq. (56), (57) e (58), e reagrupando, obtemos

o sistema algébrico da estrutura como pode ser visto abaixo.
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3 INTERACAO SOLO-ESTRUTURA

A estratégia para representacdo da interagdo solo-estrutura tem como principais

caracteristicas:

O solo tomado como um semi-plano eléstico, homogéneo e isotropo submetido a

acOes estaticas horizontais e verticais atuando na sua superficie;

Sapata admitida como rigida, cada uma apoiando uma Unica barra;

Forcas de corpo desprezadas;

A superestrutura € um portico plano modelado pelo MEC.

3.1 AREPRESENTACAO DO SOLO

Neste trabalho o solo serd admitido como um problema continuo eléstico plano. Ainda
cabe uma subdivisao nessa representacdo: na primeira o solo pode ser tomado como um corpo
de dominio infinito. Aqui se enquadram os problemas nos quais o solo ndo esta submetido a
condigdes especiais tais como superficie livre de tensbes. No segundo caso, tem-se a
representacdo do solo via o conceito continuo semi-plano.

Para que a fique bem definida a formulacdo do MEC é necessario o conhecimento da
solucdo do problema fundamental, problema esse padrdo da area que se deseja analisar, que é
conhecido e particular, como sera definido abaixo. Da Fig. 8, consideremos Q* como sendo
um dominio de um disco infinito cujo contorno € representado por I'* onde esta contido um
disco de dominio Q e contorno I' que se deseja analisar. O problema particular ¢ o indicado
por asterisco e € chamado de problema fundamental. Neste trabalho, o problema que se deseja

analisar esta no plano.

Figura 8 - Problemas: real e fundamental 2D.

Fonte: FALTANDO
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As equaces do problema fundamental podem ser escritas como:

b;"(q) = 6(q,5) 8%, (62)
u ki,jj +1+—2vu ki, jj + E(S(C[,S)Ski =0 (63)
o-*ij,j + 6(q,5)6ki =0 (64-)

Portanto o problema fundamental pode ter diferentes soluc6es de acordo com o espaco

a que seu dominio Q* e seu contorno I'* pertencem.

3.1.1 Solugdo Fundamental de Kelvin 2D

O problema fundamental de Kelvin foi desenvolvido por Lord Kelvin considerando
solidos bidimensionais elasticos, isotropicos e homogéneos, cujo dominio tende ao infinito,
onde podemos associar o problema a um disco de raio infinito com fontes pontuais aplicada
em p, como mostra a Fig. 9.

Figura 9 - Disco de raio infinito - Kelvin 2D.

Fonte: FALTANDO

A solucdo fundamental de Kelvin 2D (LOVE, 1944) é definida por:

k-~ [(3- s
uty; 87TG(1—U)[(3 4v)inré;; r,lrJ] (65)
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Nesse projeto € estudado apenas casos de estruturas apoiadas na superficie do solo.
Isto implica que ambos pontos fonte e campo serdo colocados apenas nessa superficie. Com

1SS0 as solugdes fundamentais dadas na Eq. (65) podem ser reduzidas e mostradas como:

B (3 —4v)
u22k = —m nr (66)
u21k = {0} (67)
ulzk = {0} (68)
(3 —4v)
unt =g gy 8nG(1 - v) (69)

3.1.2 Solugdo Fundamental de Melan

O problema fundamental de Melan esta associado a um corpo elastico de dominio
semi-plano, cuja superficie é livre de tensdes e submetido a fontes pontuais em seu interior,
conforme mostra a Fig.10. As solucdes desse problema apresentadas por Melan (1943) foram

obtidas empregando-se ferramentas matematicas mais avancadas.

Figura 10 - Cargas pontuais unitarias aplicadas dentro do semi-plano.

4
s

S 4
/i

=R,

Fonte: TEL‘LES e BREBBIA, 1980, s/p.

Telles e Brebbia (1980) obtiveram as mesmas expressdes de Melan utilizando-se um
caminho alternativo. Na proposi¢do deles, o problema de Melan pode ser recuperado pela

superposicdo do problema de Kelvin e de um problema complementar. Isto é: ()™ = ()* +

OF.
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As expressdes complementares, dadas por Telles e Brebbia (1980) correspondentes
aos deslocamentos na direcédo j devido a acdo de uma forga unitaria na direcdo i no dominio

do problema, sdo dadas por:

{ [8(1 — v)? — (3 — 4v)]InR + IChe 417);221 —2ex] | 402{521} (70)
Uyi€ = K, {(3 4v)r1r2 46’;§1r2 _4(1—v)(1 - 217)6} 71)
Uyo° {(3 4v)r1r2 4”;51“ +4(1-v)(1 - 2v)0} (72)
u, ¢ =K, { [8(1 — v)2 — (3 — 4v)]InR + IS 4v)[:222 —2ex] _ 4C§:22} (73)

onde: @ = arctg( ) r=mr)Y?, R=RR)Y? 1 =x(q) —x;(s), R =

xi(q) — x;(s"), c =x1(s) =20, x =x,(q) =0, K; =1/[8nG(1 —v)], s é o ponto fonte, g 0
ponto-campo e s’ a imagem de s.
Quando a colocacdo do ponto fonte e a resposta no ponto-campo estdo sobre a

superficie livre, as Eq. (70) a (73) podem ser reduzidas a:

(1-v) (3 —4v)

Uy = — = lnr+8nG(1_v)lnr (74)
Uy € = —(lg—sz)sgn(x —X) (75)
U = %s‘gn(x —X) (76)

€=— (1-v) Inr + (3~ 4v) Inr + (3~ 4v) (77)

W =70 871G (1 — ) 871G (1 — v)
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—1- x<Xx

ondesgn(x—a?)z{ 1o r>5

Agora, somando as Eq. (66 a 69) e (74 a 77), obtem-se a solucdo fundamental de

Melan, onde:
UM = — (17T_GU) Inr (78)
UM = —%syn(x - %) (79)
u;pM = %syn(x - %) (80)
u M == (171_GU) Inr + % (81)

3.2 EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO PARA PONTOS DO DOMINIO

As equagdes integrais para pontos internos (do dominio) podem ser obtidas de diversas
maneiras: através do Teorema da Divergéncia; por meio da técnica dos residuos ponderados;
através do Teorema da Reciprocidade ou de Betti; entre outras formas. A representacdo
integral, conhecida como identidade Somigliana, é escrita da seguinte forma (Telles e
Brebbia, 1980):

cy(sue(s) + [ b0, (@
r

- f w'(q,5)p; (@)dl + f ' (@b (g)de (82)
r Q

onde c;; caracteriza a natureza da localizagdo do ponto, onde:
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1

c;j(s) = 0 - para pontos fora do dominio Q
J c;j(s) = 3 — para pontos do contorno I’

kcij (s) =1 - para pontos internos ao dominio

Como o problema em estudo refere-se apenas a particos planos apoiados na superficie
do solo, pode-se utilizar o conceito de superficies livres de tensdo que a solucdo de Melan é

associada implicando em p;;* = 0 e se ainda for admitido o solo livre de forgas volumétricas

b; = 0 ent&o a Eq. (83) pode ser reduzida a:

u; = f ‘Ll.ijM p]dl" (83)
r

onde ui representa a componente do deslocamento na diregéo i, pj a componente da
forca de superficie na direcdo j, i e jvariam de 1 a 2.
Admitindo que as forcas de superficie sofram variacdo linear no dominio dos

elementos de contorno linear, para cada elemento de contorno elas podem ser interpoladas

como:

1

P1
Py _[p1 0 ¢, 0] p2"
{pZ} o [ 0 P1 0 ) p12 (84)

\p2?)

onde {p,™} sdo as forcas de superficies nodais nodais no n6 n=1,2 do elemento e
m=1,2,3 as coordenadas ou graus de liberdade em cada né do elemento linear. As funcdes

interpoladoras ¢, e ¢, estdo indicadas na Fig. 11.

Figura 11 - Funcdes de interpolacéo.
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Fonte: FALTANDO

Para ¢4, Fig. 11 (a), temos:

(85)

onde x € a coordenada global e x = x —x; e L = x; — x;. Ja para ¢,, Fig. 11 (b),

i X
=g = =T (86)

Xj—X; XX L

Da explicitacdo da integral Eq. (83) obtemos:

Uy up,M u12M] P1 J[un ule] P1

= dr . ar 87

{uz} r] [u21M UppM {pz} ¥ uz: M up™ {Pz} 67
e11

onde n € o nimero de elementos discretizados. Substituindo a Eq. (84) na (87), obtém-se, para

cada elemento de contorno:

()
[f Uqq <P1dF f u12M @.dl f u11M @,dl f u12M ‘Pzdr]
r r r |
U u21 @.dl f uzzM @.dl J u21M @,dl’ J uzzM <P2dFJ
r r r

As Eqg. (88) podem ser reescritas como:



38

1

(P
Uy _ 911 912 Y13 G14] ) 02"
{uz} B [921 922 Y923 924] 4 P12 ¥ (89)
LPZZJ
onde g = [u*dr, sendo definidos abaixo:
. L a-v ~
922 =f Uzo (pldF=f - Inre,dx (90)
r 0
_ . ot a-2v)
921 = Upy " @1dl = T o0 @ dx (91)
r 0
. L a-v _
924 :f Uz2 szdF:f TG Inre,dx (92)
r 0
. L' @a-2v _
923 :f Uz1 szdF:f T~ 0 @,dx (93)
r 0
912 = f Upp" @1dl = —gyq (94)
r
* L - ‘1
911 =]F U11 <P1dF=JO TG Inre,dl' + . ﬁ(hdr (95)
g14 =] Upp" @2dl = gpy (96)
r
. b a-v) ‘1
913 :fr U1 <P2dF:J;) R lm"‘PzdF‘FfO R‘Pzdr (97)

Torna-se necessario agora determinar o valor das integrais que aparecem nas Eg. (90)
a (97). Atencdo deve ser dada quanto a colocagdo do ponto fonte, que pode ser antes do

elemento de contorno ou apoés, fazendo com que se definam valores para X < X + x; € X >



X + x;, conforme Fig. 12.
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Figura 12 - Colocagdo do ponto-fonte (X) no elemento de contorno e medindo seu efeito sobre um

ponto x qualquer.

i i
= 0 L = 0
S S
% *
|
5 X
(a) (b)
¢, ‘ [
il i i 1
0 L 0 L
= =

Fonte: FALTANDO

Assim foram calculadas as integrais analiticamente para os dois intervalos abaixo:

Sendo a figura 12 (a) e (b), temos que r = |x — X|,onde X = x —x; e r = |X + x; —

x|. Dessa forma foram calculadas as integrais Eq. (98) a (99) conforme Fig. 12 (a) e (b),

respectivamente.

= (1) = gz = e (1- D) s = fnGe -9 (1-D)a

Fazendoz = x+x; —X,a=x; — X, b =x; —Xesendo L = x; — x;, temos:

jbznz(“zzﬂ) dz = = [H®) =A@+ (1 +1) [AB) - A@]

onde f,(2) = z(Inz — 1) & fy(2) = < (Inz - ).

(98)
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* 02 = () = Jy trends = [ tnr () 5 = [ InGe + -0 (7)<

Fazendoz = x+x; —X,a=x; —X, b =x; —Xesendo L = x; — x;, tem-se:

| s (2 "Dz = Z15®) - @]~ (3) 6®) ~ A@] (99)

onde f,(2) = z(Inz — 1) & f(z) = < (Inz - 3)
B. 5C\ >x+ xl-
Sendo a Fig. 12 (c) e (d), tem-seque r = |[x — X|,onde X = x —x; er = |X — x; — X|.

Dessa forma foram calculadas as integrais Eqg. (100) a (101) conforme Fig. 12 (c) e (d),

respectivamente.

Fazendoz = £ —x —x;,c =X —x;,d =% — x; esendo L = x; — x;, tem-se:

e e 0)az = L@ - @1 - (- r@ - AE@] o0

onde f,(z) = z(Inz — 1) & f(z) = < (Inz - ).

= 0= (D) > [finrgpdz = fFinr (D dx = [fin@ - 2 - x) () dz

Fazendoz = £ —X—x;,c =% —x;,d =X —x; esendo L = x; — x;, tem-se:

- " (€ “Yaz = 11 ~ O]~ () @ - (@] (101)



onde f,(2) = z(Inz — 1) & f(z) = < (Inz - 3).
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Para a colocacdo do ponto fonte a esquerda do elemento de contorno, as fungdes

F1(c,d) e F2(c,d) ficam:

= a=20eb =20

F1(a,b) = —[f2(b) — f2(a)] + (a + L)[f1(b) — f1(a)]

F2(a,b) = [f2(b) — f2(a)] — alf1(b) — f1(a)]

(102 a — b)

Coma=-%+x; € b=—X+x. Ja para a colocacdo a direita do elemento as

funcbes F1(c,d) e F2(c,d) ficam:

" a<0eb<0

F1(a,b) = —[f2(b) — fo(a)] + (a + L)[f1(b) — f1(a)]

F2(a,b) = [f2(b) — f2(a)] + alf1(b) — fi(a)]

Dessa forma, os elementos g sdo finalmente:

(1-v)

Y22 = — LG F1(a,b)

(1-2v)L

g21 = — 4G

(1-v)

G4 = — FZ(Q, b)

LnG

(1-2v)L

g23 = — 4G

(103 a — b)

(104)

(105)

(106)

(107)
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912 = 921 (108)
(1-v) L

gi1 = — LG Fl(a, b) + ﬁ (109)

914 = 921 (110)
1-v) L

g1z = — LG F2(a, b) +ﬁ (111)

onde f,(2) = z(Inz — 1) e f,(2) = % (Inz - 3).

Para 0 solo temos a expressdo algébrica {U,} = [Gs]{P;}, obtida a partir da Eq. (89) e
das Eq. (104 a 111) para todos os elementos, onde {P;} corresponde aos vetores das forcas de
superficie e {U} dos deslocamentos de todos os nds dos elementos de contorno discretizados
na superficie do solo. Escrevendo as forcas de superficie em funcdo dos deslocamentos,

obtém-se:

{A} = [T1{Us} (112)

onde [T] = [G,] 1.
3.3 ACOPLAMENTO SOLO-SAPATA

Hipdteses a serem adotadas:

A. Contato entre sapata e solo considerado ideal, ou seja, sem deslocamentos relativos
na superficie de interac&o;

B. Sendo elemento de fundacdo rigido, a cinematica dos pontos da interface sapata-
solo se da em duas descrices:

a) Translacao pura;

b) Translacdo com rotacdo.
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Para este trabalho, uma vez que a sapata é rigida e esta sendo analisada no plano,
havera 2 translacdes e 1 rotacdo segundo as direcdes mostradas na Fig. 14. Os deslocamentos
horizontal em x e vertical em z de um ponto de uma sapata (sp) podem ser escritos
respectivamente COMO: Usq (X) = Uspp, € Weq(X) = Wepp — (Xg — Xspp) Psppr ONAE Uy, Wepp
e ¢spp S80, Na ordem, o deslocamento horizontal em X, vertical em z e rotagdo em y no no spp
(ligacdo da sapata sp com pilar p). O vetor {Uspp} € composto por esse elementos e x,, € a
coordenada do ponto do locagédo do pilar na sapata sp, no sistema de coordenadas do solo, que

é mostrado na Fig. 13.

Figura 13 - Estrutura da fundacao submet__ida aos efeitos de translagéo e rotacdo, onde y = 0.

Fonte: FALTANDO

Escrevendo {U,} para cada um dos nos discretizados do solo, temos:
— — — — T _
{US}T = [{Usl}T {USZ}T {Usq} {Usnno}T] (113)

onde {Usq}T = [usq Wsq @sq], O representa o nd genérico e varia de 1 a nno (total

de nos discretizados no solo). Escrevendo o vetor {(75} para cada sapata da fundacéo, temos:
0 =[{0.} (U2} - (O} -~ (Tonsp) ] (114)

—~ T , . .
onde {Ussp} = [uspp Wspp @spp) SP representa a sapata genérica e varia de 1 a nsp

(total de sapatas da fundagéo). Assim:

{Us} = [DI{T} (115)



[[1] [DRSP]]7 com [Dggy] = 0 1 x,

44

D] [0] [0] [0] [D15p]
0] (D] [0] [0] [Dysp]
R R R P IS O N B it B
0] (0] . 0] . [Dusapll [ Drnosy.

1 0 0 . ~ . ,
_ ] Notar que a dimensdo da matriz [D] é
Xspp

(2nnos x 3nsap), da matriz [Dg,] é (2nnos x 4), da matriz [Dgs,] € (2 X 4) enquanto a matriz

[I] € de ordem 2. Combinando a Eqg. (112) com a Eq. (115), obtém-se a representacao

algébrica do solo em termos das forcas de superficie por unidade de comprimento:

{p} = [HI{U,} (116)

onde [H] = [T][D]. Para as forcas nodais concentradas {Fs} que sdo obtidas do

produto das matrizes [Q] e {Ps}, onde [Q] € a matriz de transformacdo quadrada de ordem

2nnos, tem-se:

—

{F} = [Q1{R} = [QI[HI{Us} = [RI{T} (117)

onde [R] = [Q][H]. Para o elemento de contorno linear, tem-se:

{Fel} = [Qel]{pel} (118)

onde {Fei}" = {{F1ei}" {F2a}"} e {Pa}f ={{P'e}” {P?:}"} sendo que cada

—. T — T .
vetor-elemento {F',} e {P',} , com i=1,2, representam as forgas concentradas e as de

, - . , . = T
superficie aplicadas em cada né do elemento de contorno. Pode-se fazer ainda {F‘el} =

—. —. —. T —. —. L. .
[F'yer Flyel]T e {Ple,} = [P'yer Plyel]T, onde os indices sobescritos se referem a

direcdo da forca. A matriz [Qel] pode ser definida como:

L2 1
Qal =317 (119)
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onde L é o comprimento do elemento de contorno. As forcas que atuam no solo sob
cada sapata produzem resultantes de forcas e momentos individuais nos respectivos nos spp,

sendo definidas por:
{F} = [RI{U} (120)
sendo [R] = [C][R].

Figura 14 - Contribuicéo do elemento el no calculo das forgas e momentos resultantes no né de ligacdo
sapata pilar.

1 2 2 F?

F Fy

Fonte: FALTANDO

De forma explicita, podemos escrever a matriz [C] como indicado abaixo.

Gl [0] . [0] . [0]
0] [C,] - [0] - [0]

[C1=110] 0]  (Col —  [0] (121)
0] 101 o [0 . [Cosapll

onde a submatriz da sp-ésima sapata é [Csp]=[Dsp]". Assim pode-se exibir as forcas e
momentos resultantes no nd de ligacdo da sapata com o pilar a partir da contribuicdo de cada

elemento da sapata atraves da Eq. (122) .

Fxsp nel 11 0 1
Fysp :Z[o 1 ] o (122)
M,sp el L0 xq = Xgppl | xel

3.4 ACOPLAMENTO SOLO-ESTRUTURA

Para que o problema final (montagem do sistema de equacdes, da interacdo solo-
estrutura) fique bem definido, torna-se necessario fazer o acoplamento das contribuices

definidas nos topicos anteriores, tanto por parte da estrutura quanto do solo. Dessa forma tem
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de haver uma compatibilizacdo dos deslocamentos e deve ser garantido o equilibrio de forcas
em cada né da ligacdo sapata pilar (ssp) com os deslocamentos e forcas no n6 k da estrutura
ao qual esta ligado o pilar na sapata sp.

Anteriormente foram calculadas as forcas resultantes no n6 ssp de cada sapata devido
as acOes atuantes no solo. Assim tais forcas devem ter seus sentidos invertidos para que
tenhamos as forgas reativas do solo na sapata, pois dessa forma iremos garantir o equilibrio de

forcas e momentos em cada apoio da estrutura, conforme Fig. 15.

Figura 15 - Acdo e reacdo do solo na sapata.

':"(_4-5-4-4—4-4-& P, reacdo na sapata wp__reagao na sapata
SIS ok acdo no solo Wp:agao no solo

Fonte: FALTANDO
{Eopp} = (A ) {Fopp } (123)

onde {F;,,} € o vetor das resultantes de forcas atuantes no solo, calculadas para o nd
sp de cada sapata, {F“S,,p} é o vetor das forcas oriundas do solo, que atuam na base do pilar que
se liga a sapata, e [As] = —1[I], com n = 3. O préximo passo € unificar os sistemas de
coordenadas, uma vez que 0 SCG (sistema de coordenadas global) do solo e da estrutura sdo

diferentes, eixo vertical do SCG da estrutura apontado para cima e do solo apontado para

baixo, ao qual seré feito da seguinte forma:

{ﬁspp} = [Ase]{Fspp,est} (124)

Somando a Eq. (123) com a Eq. (124) obtém-se uma expressao para o calculo direto

do vetor {Fepp esc }:
{FSPP} = [Ag] [Ase]{Fspp,est}
ou ainda

{Fspp,est} = _[Ase]{ﬁ;pp} (125)
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1 0 0
onde [A,.] é a matriz de ordem 3x3 dada por: [A,.] = [O —1 0 |. Também se
0O 0 -1

torna atil que reescrevamos os deslocamentos no né de ligacdo sapata pilar da sapata sp para

que possamos aplicar a compatibilidade de deslocamentos. A expressao €:

{Uspp,est} = [Ase]{Ussp} (126)

Assim os vetores dos esforcos e deslocamentos referidos ao SCG da estrutura,

associados ao né p e ao no k correspondente, séo:

{Uspp,est}T = [Usppest Wsppest Pspp,est] (127)
{Foppest) = [Frsppest  Fosppest  Masppest] (128)
{US" =[Ux Wi @] (129)
{F3" = [Fae Fae My] (130)

As relacdes entre as forgas reativas do solo e os deslocamentos na sapata podem ser
obtidas a partir da Eq. (120), (125) e (126) resultando em:

{Pspl,est} = [Rspll]{Uspl,est} + [Rsplz]{UspZ,est}

{Pspz,est} = [RspZI]{Uspl,est} + [RspZZ]{UspZ,est} (131 a— b)

Entdo substituindo Eqg. (131 a — b) nas Eq. (60) e ainda com as equacgdes de
compatibilidade de deslocamento Eq. (59 a — d) e equilibrio Eg. (60 a — d), obtém-se

finalmente o sistema algébrico da interacdo solo-estrutura:
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste topico serdo apresentados os resultados das analises estaticas realizadas em
porticos planos a partir da formulacdo do MEC proposta neste trabalho. A teoria de Euler-
Bernoulli sera utilizada e serd feito também uma andlise da interacdo solo-estrutura. Os
resultados obtidos serdo validados a partir daqueles apresentados na literatura referente a

analise estrutural, calculados analiticamente.

4.1 EXEMPLO

Temos como exemplo o pértico plano da Fig. 16, onde: as barras horizontais tem 3,00
m e a vertical tem 4,00 m; E = 28 GPa e G = 14 GPa. O solo é considerado um meio continuo
semi-plano infinito, onde seu maddulo de elasticidade é 2 MPa e o coeficiente de Poisson 0,5.
Na estrutura esta sendo aplicado um carregamento nodal de 10 N como indicado na Fig. 16.

Para os resultados obtidos, temos que F e M representam as forcas e momentos,
respectivamente, os deslocamentos sdo representados por D, a rotacdo em torno de y €
representado por ¢, os indices X e Y indicam os eixos do SCG enquanto que X e y
representam o SCL, NOi e N¢j correspondem ao no inicial e final, respectivamente. Assim
utilizando o codigo computacional em C++ desenvolvido durante a etapa do projeto.

Na Tab. 1 estdo mostrados os resultados obtidos no sistema local de coordenadas para
os esforcos atuantes na estrutura, onde a incidéncia de cada barra do portico, assim como o
sentido dos eixos locais, &€ mostrada na Fig. 16 a-b. A discretizacdo da sapata € mostrada na

figura 16-c. J& na Tab. 2 sdo mostrados os deslocamentos no sistema local de coordenadas.



50

Figura 16 - (a) Portico com cargas nos nds 3 e 4; (b) incidéncia das barras do pértico (a); (c)

lm.\‘ y
.

discretizacdo da sapata rigida.

y 10 Nl
LX

3 ) 2 6) ) Incidéncia das barras
(1) — Néi=1;Noj=2
(2) —» Noi=3;Noj=2
(3) —» Néi=4;Noj=2
: ®
‘4—T @ f
Sapata
Y | <ok
o L I S S )
3 - I I M IV ¥
, = : | preopaesncha)
@ ©
Fonte: FALTANDO
Tabela 1. Esforcos locais
Fx (kN) Fy (kN) M (kN)
Barra 7. 7 - 7 = 7 = Y& 7=
NolI NOJ N[o] (N[o]| NoI (N[o]|
1 20 -20 0 0 0 0
2 0 0 -10 10 0 -30
3 0 0 10 -10 30 0
Fonte: Elaborag&o propria.
Tabela 2. Deslocamentos locais
Dx (mm) Dy (mm) ¢ rad
Barra
Noi NGj Noi NGj Noi NGj
1 -4,7324E-05 -5,6848E-05 0 0 0 0
2 0 0 -1,4854E-03  -5,6848E-05 7,1428E-04 0
3 0 0 -5,6848E-05 -1,4854E-03 0 -7,1428E-04

Fonte: Elaboracéo propria.
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O exemplo proposto tem simetria tanto de geometria quanto de carregamento. Dessa

forma é esperada respostas simetricas do ponto de vista de deslocamentos e esforcos.
Conforme pode ser observado nas Tab. 1 e 2 tais comportamentos foram representados pelos
resultados. Por exemplo, deslocamentos transversais nos nos 3 e 4 foram obtidos. Além disso
a rotacdo nula nas extremidades das barras que convergem para o0 né 2 também foi verificado.

Os equilibrios tanto em momento quanto em forcas foram recuperados pelo MEC.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi proposta uma analise da interagdo podrtico plano apoiado na
superficie de um semi-plano modelado pelo Método dos Elementos de Contorno. Os
resultados sugerem uma boa eficiéncia do método e confirma sua elegéncia de reduzir a
dimensionalidade do problema em uma dimensdo. Por exemplo, as barras do pértico foram
representadas por elementos de contorno pontuais e interface de contato da sapata com o solo
(admitido como semi-plano) foi representada por elementos de contorno lineares discretizados
apenas nas superficies de contato com as sapatas.

Convém notar que se essa analise fosse feita por elementos finitos o portico seria
representado por elementos unidimensionais e o solo representado por elementos finitos
planos. Nesse caso a discretizacdo do solo (que é um semi-plano infinito) requereria um

grande nimero de elementos para mapear todo o dominio desse espago.
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