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RESUMO

O projeto geotécnico geralmente ndo leva em conta as alteragdes das tensdes geradas
devido as deformagdes no solo, assim como o projeto de superestrutura normalmente nao
leva em conta a redistribuicdo dos esfor¢os gerados por esses deslocamentos. A
consideracdo separada dos estudos estruturais e geotécnicos advém do alto grau de
complexidade envolvido em se avaliar esses fenomenos. Os projetos de engenharia sem a
consideragdo de apoios elasticos podem levar a uma interpretagdo errada do
dimensionamento da estrutura. Varios casos de prédios em Santos/SP nos quais ocorrem
fissuras e outras patologias se constituem em exemplos diretos da necessidade de analisar
em conjunto as estruturas € o maci¢o na qual se apoiam. Segundo Colares (2006) "Varios
sdo os casos de edificagdes que apresentaram algum tipo deformidade em decorréncia de
alteragcdes nao previstas no comportamento mecanico idealizado na andlise estrutural.".
Dentre as deformidades pode-se destacar a incidéncia de patologias graves, como fissuras
em vigas e lajes ou at¢é mesmo o esmagamento de pilares. Existem varios modelos
propostos que possibilitam descrever o fendmeno da iteracao solo-estrutura, um dos mais
difundidos e que sera utilizado nesse trabalho para representar esse fendmeno ¢ o de
Winkler (1867) que consiste na substitui¢do do solo por um conjunto de molas discretas.
Aqui ¢ apresentado o modelo gerado por Winkler (1867) e toda a formulagdo matricial
para sua implementacao no método dos deslocamentos. A partir disso foi feita uma analise
de duas estruturas, um portico e uma viga em base elastica possibilitando uma verificagao
da influéncia do comportamento elastico da base da fundacdo. Foi possivel a partir dos
diagramas de momento feltor, esforco cortante e esfor¢o normal obtidos verificar
consideravel alteracdo na distribuicdo de esforcos nos elementos da estrutura e nas
fundacdes. Também encontramos valores muito aproximados ao do Ftool com a
consideracao da utilizagdo de barras deformaveis no lugar de molas aplicado ao matodo

matricial dos deslocamentos.

Palavras-chave: Iteracao Solo-Estrutura; Analise Matricial; Fundagoes.



ABSTRACT

The geotechnical design usually does not take into account the changes in the tensions
generated due to the deformations in the soil, just as the superstructure design usually does
not take into account the redistribution of the forces generated by these displacements. The
separated consideration of structural and geotechnical studies comes from the high degree
of complexity involved in evaluating these phenomena. Engineering projects without
considering elastic supports can lead to a misinterpretation of the structure design. Several
cases can be presented, for example, of buildings in Santos/SP in which clefts occur and
other pathologies constitute direct examples of the need for joint analysis of the structures
and massif on which they rely. According to Colares (2006) "There are several cases of
buildings that presented some type of deformity due to changes not predicted in the
mechanical behavior idealized in the structural analysis." Among the deformities, we can
highlight the incidence of serious pathologies, such as cracks in beams and slabs or even
the crushing of columns. There are several proposed models that make it possible to
describe the phenomenon of soil-structure iteration, among the most widespread and that
will be used in this work to represent this phenomenon is that of Winkler (1867), which
consists of replacing the soil with a set of discrete springs. Here is presented the model
generated by Winkler (1867) and the entire matrix formulation for the implementation of
this model in the displacement method. From this, an analysis of two structures was made,
a frame and a beam on an elastic base, enabling a verification of the influence of the elastic
behavior of the foundation base. We also found values very close to those of Ftool with the
consideration of the use of deformable bars in place of springs applied to the matrix

method of displacements.

Keywords: Iteration Soil-Structure; Matrix Analyses; Foundations.
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1. INTRODUCAO

Um dos grandes desafios atuais da engenharia de estruturas ¢ a consideracao dos
efeitos de interacdo do maci¢o de solo ¢ a fundagdo da estrutura. Quando submetida a
solicitacdes externas o macico de solo sofre deformagdes que provocam redistribuicdo de
esforcos nos elementos estruturais nele apoiado. Este mecanismo normalmente ndo ¢
considerado nos projetos estruturais, onde as fundagdes sdo admitidas apoiadas sobre base

rigida indeslocavél.

Porem, com a ousadia dos arquitetos e dos engenheiros principalmente de materiais
e de estruturas, as edificagdes estdo cada vez mais esbeltas o que as torna mais susceptiveis
aos efeitos da movimentagdo dos apoios. Desse modo, o procedimento ate pouco tempo
utilizado satisfatoriamente de calcular os esfor¢os nas fundagdes e com eles projetar estes
elementos de fundacao considerando todos os deslocamentos nulos, ja nao ¢ adequando na

maioria das estruturas das edificagdes modernas.

A identificagdo e quantificacdo dos efeitos devidos aos deslocamentos das
fundacdes sao possiveis com as analises que levem em conta o comportamento do solo € o
da estrutura ao mesmo tempo. Este tipo de analise ficou conhecido no meio técnico

pertinente com analise de interagdo solo-estrutura.

E importante ressaltar que através da consideragdo da interagcdo solo — estrutura
obtém-se analises estruturais mais realistas na verificacdo dos estados limites, uma melhor
avaliagdo dos recalques diferenciais e absolutos das fundagdes e da redistribuicdo dos

esfor¢os na estrutura.

1.1. Consideracoes iniciais e estado da arte

A consideragdo separada dos estudos estruturais e geotécnicos advém do alto grau
de complexidade envolvido em se avaliar esses fenomenos. O projeto geotécnico
geralmente ndo leva em conta as alteragdes das tensdes geradas devido as deformagdes no
solo, assim como o projeto de superestrutura normalmente ndo leva em conta a
redistribuicdo dos esforcos gerados por esses deslocamentos. Portanto a analise da
grandeza dos recalques e sua influéncia na redistribuicao de esfor¢os € um fator de grande

importancia para se avangar na qualidade dos resultados.
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Uma das inumeras vantagens em considerar a interagdo solo — estrutura ¢ a
possibilidade de estimar os efeitos da redistribuicdo de esforcos nos elementos estruturais,
a forma e a intensidade dos recalques diferenciais, tornando os projetos mais eficientes e

confiaveis (IWAMOTO; 2000; p.2).

O processo usual se resume em uma andlise inicial dos esforcos da estrutura
considerando apoios indeslocaveis, onde o carregamento atuante ¢ analisado pelo
engenheiro de fundagdes calculando o recalque da estrutura considerando um ponto de
referéncia em uma camada rigida indeslocavél. Estes estando dentro de valores aceitaveis,
possibilita a elaboragdo do projeto. O processo falha quando um refinamento € necessario,
pois os esforcos iniciais da estrutura sdo modificados quando analisados considerando
esses recalques, gerando novos esforcos e novos valores de recalque até que o resultado

convirja para valores dentro do limite de tolerancia.

Figura 1 Camadas do maci¢o no modelo solo-estrutura

Superficie do terreno

Macico de solo

Camada indeslocavel

Fonte: IWAMOTO (2000; p.2)

Existem diversos trabalhos que buscam metodologias para modelar a intera¢do solo-

estrutura, dentre eles trés sao considerados mais originais e inovadores.

O modelo elaborado por Mindlin (1936) citado em Cruz (2007, p.29) onde considera o
solo como meio homogéneo, isdtopro e continuo, fazendo uso da teoria da elasticidade e
aplicacdo da lei de Hooke. Este impde um conjunto de forgas aplicadas nas trés diregdes e

com a utilizacdo das implicagdes citadas, sdo geradas as condi¢des de contorno de
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deslocamentos nulos a grandes distancias. Nao ¢ configurada uma situagdo proxima da

real, o que justifica métodos que consideram o macico finito e estratificado.

O segundo modelo ¢ baseado na aplicagdo de métodos discretos de aproximacao,
principalmente os métodos das diferencas finitas, elementos de contorno e elementos
finitos. O ultimo ¢ muito eficiente em problemas planos, mas gera um grande

processamento de dados em problemas tridimensionais.

O terceiro modelo e mais difundido utilizado nesse trabalho para representar esse
fenomeno ¢ o de Winkler (1867) que consiste na substituicdo do solo por um conjunto de
molas discretas. Emil Winkler foi o primeiro a formular e resolver o problema da viga
eléstica sobre base deformavel. Este modelo de viga sobre fundacao eléstica que assume a
relacdo forca - deslocamento como uma relagdo linear ¢ conhecido como fundagdo de
Winkler. Geralmente sdo utilizadas correlagdes empiricas para determinar os coeficientes
de rigidez das molas o que pode prejudicar os resultados. A maior vantagem do modelo ¢
sua simplicidade e facilidade de implementagdao computacional além de gerar resultados

satisfatorios em termos de recalques, tensoes e esforgos para analises.

Figura 2 Modelo de molas de Winkler

kv Sknv Ekov Ekov Sk

Fonte: Cruz (2020, no prelo)

Para a compreensao do fenomeno interativo entre o solo e a estrutura € necessario ver o
comportamento do solo quando submetido a carregamento dos edificios. Pois de acordo
com Cintra, Aoki e Albiero (2011) durante o carregamento ocorrem deslocamentos

verticais que podem variar na ordem de centimetros a centenas de centimetros.

Outro fator fundamental no processo ¢ a rigidez da estrutura, que quanto maior faz com

que os recalques tedricos sejam maiores que os que realmente acontecem.
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A previsdo do comportamento do solo ¢ um dos desafios da mecanica dos solos, os
modelos adotados consideram trés tipos de recalques que se originam de fendmenos

diferentes, fazendo com que a mecéanica dos solos avance tratando-os separadamente:
e Recalques imediatos ou elésticos

Ocorrem predominantemente em solos arenosos e independe do tempo. Resultam da
deformacdo quase instantanea do solo sem que ocorra a reducdo do indice de vazios

quando aplicado o carregamento.

Embora o solo ndo seja um material eldstico, esse recalque pode ser modelado usando a

teoria da elasticidade.
e Recalque por adensamento primario

Ocorre devido a expulsdo de dgua dos vazios de solo, verifica-se geralmente em solos

poucos permeaveis devido a camada subjacente a esse.

‘O método mais utilizado para prever o adensamento de solos saturados ¢ o de

Terzaghi (1923). Baseado em modelo analogo a um comportamento de 4gua-mola.

e Recalque por adensamento secundario

Verifica-se devido a fluéncia do esqueleto solido que ocorre apos a dissipacdo de todas

as pressdes neutras.

O adensamento secundario ocorre quando cessadas todas as pressdes neutras, sendo

determinado admitindo uma variagdo linear dos deslocamentos ao longo do tempo.

1.2. Justificativas

Os projetos de engenharia sem a consideracao de apoios elasticos podem levar a
uma interpretacdo errada do dimensionamento da estrutura. Casos de prédios em Santos/SP
nos quais ocorrem fissuras e outras patologias se constituem em exemplos diretos da

necessidade de analise em conjunto das estruturas € do macico no qual se apoiam.

Segundo Colares (2006), citado por Pavan; Costella; Guarnieri (2014, p.) "Varios
sdo os casos de edificagdes que apresentaram algum tipo deformidade em decorréncia de

alteragdes ndo previstas no comportamento mecanico idealizado na analise estrutural.".
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Dentre as deformidades pode-se destacar a incidéncia de patologias graves, como fissuras

em vigas e lajes ou até mesmo o esmagamento de pilares.

Portanto ¢ inegédvel a importancia da alteracdo dos esfor¢cos que da aplicagdo do

processo resulta, sendo necessario cada vez mais avangar no processo de analise estrutural.

1.3. Objetivos

Visando obter resultados mais realistas para analisar o comportamento solo-
estrutura, neste TCC busca-se obter e apresentar o equacionamento para a analise de

porticos planos sobre apoios considerados deslocaveis.

1.4. O Escopo do trabalho

Considerando que o presente trabalho ¢ resposta as exigéncias para a obtengdo do
grau de bacharel em engenharia civil, portanto ao nivel de graduagao, ele se limita, no que
diz respeito 4 abrangéncia tedrica, a analise de estruturas de comportamento linear em
estruturas reticuladas.

Desse modo, tem-se que quanto aos procedimentos para andlise estrutural a
formulagdo serd limitada a formulagdo linear do Método Matricial dos Deslocamentos,
MMD.

Em razio disto, o desenvolvimento que aqui se dara ao tema ¢ a partir do estudo da
interacao solo-estrutura associado aos esforgos e deslocamentos calculados para pontos
nodais da estrutura analisada quando se tratar de deslocamentos e esfor¢os nas coordenadas
vinculadas de estruturas reticuladas ou subdividindo a estrutura ou elemento estrutural em
varios elementos de barra, em cujas extremidades serdo analisados os efeitos da base
elastica.

Assim, o Modelo de Winkler serd considerado através de molas aplicadas segundo

as coordenadas globais da estrutura de acordo com a necessidade verificada em cada caso.
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2. O MODELO DE WINKLER E A ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS

Observa-se que na analise de muitas estruturas simples, principalmente isostaticas,
e em outras situacdes praticas, busca-se com uma analise em base elastica as forcas e os
deslocamentos na interface dessa base e o elemento de fundagdo da estrutura. Entdo, em
resposta a essa necessidade pratica surgem os modelos matemadticos simples para

descrever, com a precisdo requerida, o comportamento da base elastica.

Assim, tém-se alguns modelos matematicos que consideram apenas um Unico
parametro que ¢ o coeficiente de rigidez do solo para a defini¢do das propriedades do
material constituinte da fundagado eléstica. Neste sentido dois modelos podem ser citados: o
proposto por Winkler e o sistema de molas discretas, dispostas ao longo da regido de
contato. S3o modelos nos quais a interagdo entre as molas ndo sdo consideradas assim

como ndo ha respostas para solicitagdes de tracao.

De acordo com Silva (2004, p.) estes, sdo considerados métodos bastante simples se
comparado a outros métodos de modelagem que apresentam mais de um parametros na
definicio do comportamento da base elastica. Exemplos desses modelos sdo os de
Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov que de alguma forma assumem as interagdes entre

as molas.

Conquanto a aplica¢do desses métodos de um unico pardmetro seja relativamente
de facil implementagdo, os resultados obtidos através da sua aplicagdo muitas vezes nao
correspondem a realidade fisica por eles matematicamente representados, o modelo
adotado por Winker ¢ representado na figura 3. A determinacdo da rigidez do solo é um
parametro que requer atencdo especial dado a grande variabilidade dos tipos e
caracteristicas do solo. Por outro lado, o entendimento de que a fundagao se deforma
apenas na regido na qual atua o carregamento, segundo Hetenyi (1946) citafo por Silva

(2004, p.8) ¢ verdadeiro para muitos solos.

Figura 3 Curva de Deformacéao da Base

Fonte: Silva (1998)

WA
W]
-
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2.1. Modelo de Winkler

Prever o comportamento do solo ¢ uma tarefa complexa devido a variabilidade das
caracteristicas envolvidas, mas apesar de o solo nao ser um material com comportamento
elastico as analises normalmente utilizadas comparam as tensdes aplicadas com tensoes
admissiveis através de uma relagdo carga deslocamentos relacionadas por um coeficiente

de rigidez como apresentado na figura 4.

Figura 4 Representacio esquematica do modelo de Winkler

q

'y ¥

[x]

q

e

Fonte: Silva (1998)

YUYy

O modelo de Winkler admite que as deflexdes na viga sejam diretamente

proporcionais aos esfor¢des normais, podendo ser interpretadas pela seguinte equagao.
P=ko

2.1

Em que:

e P ¢ acarga de contato na base das fundacoes;
e ks ¢ o0 modulo de reagdo vertical, parametro de rigidez eléstica do solo;

e 0 ¢ o0 deslocamento vertical.

Para a determinagdo do coeficiente de mola representado na figura 6, considera-se o

modulo de reacdo vertical sobre a area de atuagao da carga.
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e K coeficiente de apoio elastico;
e ks ¢ o modulo de reagao vertical;

e Aré aarea carregada.

Figura 5 Modelo de aplicacio de coeficiente de molas em apoio

w TS

Fonte: O Autor
O modulo de reacao vertical ks depende de diversos fatores tais como:

e forma e dimensdo da fundagao;
e tipo de construcao;

e mudangas de carregamento.
Em geral o coeficiente e determinado de trés maneiras:

e Ensaio de placa;
e Tabelas de valores tipicos;
e Correlagdes com o modulo de elasticidade.

2.2. Formulacio linear do Método Matricial dos deslocamentos para estruturas
planas.

2.2.1. Consideracoes Historicas

O método de rigidez (ou dos deslocamentos) existe ha aproximadamente 150 anos.
Navier em 1826 foi talvez o primeiro a usa-lo. Embora seja dificil afirmar o pioneiro na
utilizacdo do calculo matricial na andlise estrutural, sabe-se que em documentos de
Bendixen (1914) e Ostenfeld (1926), citado em Cruz (2020, no prelo). Entretanto em 1940
trabalhos foram publicados utilizando a algebra matricial em analises de estruturas. Devido

as dificuldades na solucdo de sistemas de equagdes a ideia ndo foi dada a devida atencgao.
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Somente com a chegada dos computadores, a andlise matricial passou a ser
implementada. O método dos deslocamentos foi o que melhor se adaptou ao calculo

automatico, passando assim a se sobrepor ao Método Matricial das Forgas.

Em 1954, Argyris, ligado & indlstria aerondutica, promoveu grande desenvolvimento
e divulgagdo dos métodos de andlise estrutural através da algebra matricial nos EUA. Esta

¢, também, a data do surgimento dos primeiros programas.

No Brasil, Fernando Venancio Filho, do ITA, publica o primeiro trabalho brasileiro,
em 1960, intitulado “Matrix analyses of plane rigid frames”, que foi publicado em 1962 na
revista “Estrutura” n® 42 e43, sob o titulo “Formula¢do Matricial da Hiperestatica”, apds

ter sido generalizado para qualquer tipo de estrutura reticulada.

Considera-se que a formulagdo matricial para a analise estrutural ¢ a precursora dos
grandes métodos de analise hoje existentes, como o Método dos Elementos Finitos, o

Método das Diferencas Finitas e o Método dos Elementos de Contorno.
2.2.2. O método

A andlise de uma estrutura subentende a determinacdo de todas as solicitagoes
internas, das deformagdes e dos deslocamentos ocorridos, provenientes da agdo dos

esforcos externos que nela atuam.

Caracteriza o método dos deslocamentos o uso das equagdes de equilibrio depois
das equacdes de compatibilidade. Neste caso, os deslocamentos nodais sdo as incognitas
(incognitas cinéticas) a serem determinadas primeiramente, enquanto os esforcos nas
extremidades das barras e as reagdes dos apoios serdo conhecidos posteriormente. Nesse
método, considerada a notacdo matricial, a equacao principal ¢ do tipo:

{P}=[K]{D}.

(2.3)

{P} ¢ o vetor dos esfor¢os externos nodais;
[K ] ¢ a matriz de rigidez da estrutura;

{D} ¢ o vetor dos deslocamentos nodais da estrutura
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A matriz [K ] de rigidez da estrutura ¢ obtida a partir de uma soma conveniente das

rigidezas das barras referidas ao Sistema Global de Referéncia, SGR. As matrizes de
rigidez das barras referidas ao SGR sédo aqui representadas por [k]’ e quando referidas ao
Sistema Local de Referencia, SLR, por [k].

E possivel considerar que a aplicacdo do método matricial dos deslocamentos inicia
com as equacdes for¢a-deslocamentos. Resolvidas estas equagdes, obtém-se inicialmente
os deslocamentos incognitos para em seguida, € com estes, serem calculadas as reacdes dos
apoios. E também a partir dos deslocamentos nodais, com as equagdes de compatibilidade,
que sdo calculados os esfor¢os nas extremidades das barras.

As equagdes forga-deslocamento, por sua vez, sdo obtidas das condi¢des de
equilibrio, das equacdes de compatibilidade e, conhecidos os coeficientes de rigidez da

estrutura como mostrado na Eq. (2.4).

P = KD +K,D,+K,.D,+..+ K, D,
P, =.K,D +K,D,+K,D,+..+ K,,D,
P =.K,D +K,,D, +K;D; +...+ K,y D,

(2.4)
em que:

P ¢ o esfor¢o externo nodal na coordenada i

1

K, ; € o coeficiente de rigidez da estrutura ou global, que associa esfor¢o na coordenada i

com deslocamento nodal na coordenada j.

D, ¢ o deslocamento nodal na coordenada j

Este sistema de equacdes, quando escrito na forma matricial, resulta na Eq. (2.5),
que pode ser reescrita com notagdo ao nivel de coordenadas livres e coordenadas

vinculadas, como segue:
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{{P}CH[K]CC [K]CRH{D}C}

Phe) UKle [Klw]UDk

(2.5)

Em que:

{P}. Esforgos externos nodais nas coordenadas ndo vinculadas (o carregamento nodal),
{P}, Esforcos externos nodais nas coordenadas vinculadas (as reagdes de apoio),

K] Submatriz de rigidez global que associa o {P}.ao {D};.,

[K]x Submatriz de rigidez global que associa o {P}.a0 {D},

[K]x Submatriz de rigidez global que associa o {P} a0 {D}..,

[K].x Submatriz de rigidez global que associa o {P},a0 {D},,

{D}C Deslocamentos nodais nas coordenadas ndo vinculadas,

{D} » Deslocamentos nodais nas coordenadas vinculadas (nos apoios),

Da solu¢do da equacdo matricial, obtém-se a Eq. (2.6):

{P }C = [K]CC {D }C + [K]CR {D }R

(2.6)

{P }R = [K]RC {D }C + [K]RR {D }R
(2.7)

O vetor {D}R podera ser considerado nulo nos casos em que as fundagdes da

estrutura ndo sejam consideradas apoiadas em base elastica (isto €, em base deformavel).
Este vetor podera ser também, considerado conhecido, por ter sido definido a partir de
calculos simplificados que adotam uma estimativa de carga e uma estimativa para a rigidez

(coeficiente de adensamento) do solo.
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Sendo {D}R :{0}, o célculo dos deslocamentos nodais das coordenadas nodais

livres, (isto € ndo vinculadas) ¢ feito a partir da Eq. (2.6), como segue:
-1

{D }c = [K]cc {P }c

(2.8)

Quando os deslocamentos {D}R sdo pré-definidos, com pelo menos um deles

diferente de zero, entdo o calculo do {D}C serd feito como segue:

{P }C — [K]CR {D }R
D= el

(2.9)

Por fim, se a fundacdo estiver assente em base deformavel entdo para a
consideracdao da deslocabilidade da fundacdo nas diregdes estabelecidas pelo SGR, serdo
colocadas molas nestas coordenadas e a analise da estrutura original devera levar em conta,
agora, a estrutura equivalente. Isto ¢ considerando também as barras que representardo as

molas e os novos nds que surgirdo. Com o mostrado nas Figuras 6; 7; 8 € 9.

Figura 6 Estrutura original

11 22
21 2
¥ ko 2y
L. E] R =)
0 i
S0R

Fonte: CRUZ (2020, no prelo)

Figura 7 Molas para representar a deformabilidade do solo sob a fundacio

11 27 11 2
201 2
(B 3
o 1)
K

) (c)

Fonte: CRUZ (2020, no prelo)
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Figura 8 Barras biarticuladas para representar as molas da figura 7

11
O
2

] Ji

(b)

Fonte: CRUZ (2020, no prelo)

Figura 9 Elemento de conexio horizontal no né 4

11 22
201 2
¥ [ 2
‘ sh iy @
o 'k " T 1"
AR (a)

Fonte: CRUZ (2020, no prelo)

Na Figura 6, tem-se o portico a ser analisado, a representagdo esquematica indica
que o no6 4 sera considerado indeslocavel. Na Figura 7 (a), (b) e (c) as molas indicam que
agora o no 4, um dos dois apoios do portico, sera analisado sob o efeito de base elastica.
Na Figura 7 (a), a mola horizontal ali colocada interpreta a deformabilidade da base do
apoio da fundagdo na direcdo horizontal ou do eixo X do SGR. Na Figura 7(b) a
deformabilidade considerada ¢ na vertical ou eixo Y do SGR. Na Figura 7(c) a mola ¢ de

rotagdo, ela considera entdo a deformabilidade do maci¢o quanto ao efeito de momento.

Na Figura 8 as molas foram substituidas por barras biarticuladas cuja rigidez axial,

EA
— =k,,, deve ser igual ao k da mola que ela representa. A mola de rotagdo, Figura 7 (c) é

substituida por um esquema representado por duas barras, também, biarticuladas uma em

cada extremidade de uma barra perfeitamente rigida que recebe a extremidade 1 da barra
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(3), estando apoiada exatamente no ponto (ou nd) 4. O apoio ali colocado ¢ do tipo apoio

fixo.

A Figura 9, que repete a Figura 8(a), mostra o podrtico original com uma barra

horizontal biarticulada que chega ao n6 4. Esta ¢ a estrutura que serd analisada a seguir

para o estabelecimento da formulagdo a ser aplicada quando da consideragdo de base(s)

elastica(s).
Analise do portico da Figura 8.

Montagem da equagao {P} = [K ]{D}

f)l —Kl,l Kl,2 K1,3 K1,4 Kl,S K1,6 K K K Kl,lO Kl,ll Kl,12 0
pl| [k, K K K K K K K K K K K 0
p| |k, kK K K K K K K K K K K 0
| [k, kK K K K K K K K K K K 0
p| |k, kK K K K K K K K K K K 0
el |k, kK K K K K K K K K K K 0
P, K K K K K K K K K K K K 0
Rll=||K K K K K K K K K K K K 0
P, K K K K K K K K K K K K 0
PIO KlO,l K K K K K K K K k{l(S) + kh k{2(3) k{3(3) - kh
Pll Kll,l K K K K K K K K kél(3) k52(3) ké3(3) 0
P12 K12,l K K K K K K K K kél(3) k§2(3) k§3(3) 0
P, o 0 0 0 0 0 0 0 0 —k 0 0 \
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
of] Lo o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S OO DO OO OO OO0 O o o o o
S OO DO OO OO0 OO0 o o o o

0_
(2.10)

Sobobo

=)

oooooswoooﬁb

Da observagao da Eq. (2.10) percebe-se que as duas ultimas linhas e colunas podem

ser dela retiradas resultando a Eq. (2.11), mostrada a seguir.
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B Ty B By By B L £ B XK L, EslD]
gl & = ¥ ¥ F £ BEEE K E T o
2|l e, ®# B & B & EEE K ¥ k |b
Bl i ¥ & £ & £ EEE K r & |Ip
le| L. ¥ ¥ % F ¥ EEE E B b
gl | &5, ® B E B E EEE K g x |l
2| |K kK K kK K K KKK K K K o
el |l ¥ ¥ B FE B ¥ EEXTE K E = Lpl
P rE ¥ & £ B K BEEE K B X lw
8| By, & & E £ K EE K Eysk kg D
pl &, £ X £ KB £ EEE & k.. k D
2l 2,, T & £ B E EEE K S D

2.11)

E importante notar que na equacio matricial, Eq. (2.11), todos os coeficientes sdo
exatamente iguais aos que seriam obtidos para o portico original. Somente o coeficiente

K,,,, foi alterado, pois a ele foi acrescentado o coeficiente da mola horizontal.

[ 1,5 0 -3 -15 0 -3 0 0 0 0 0 0
0 150 O 0 —-150 O 0 0 0 0 0 0
-3 0 8 3 0 4 0 0 0 0 0 0
-1,5 0 3 1515 0o 3 —150 0 0 0 0 0
0 -150 O 0 1515 3 0 -15 3 0 0 0
[K] _107l T 3 0 4 3 3 16 0 -3 4 0 0 0
0 0 0 -150 0 0 150,768 0 -192 -0,768 0 192
0 0 O 0 -15 -3 0 1215 -3 0 -120 0
0 0 o0 0 3 4 1,92 -3 144 -1,92 0 32
0 0 o0 0 0 0 -0,768 0 —-192 0,768+10 0 -1,92
0 0 o0 0 0O o0 0 -120 0 0 120 0
| 0 0 o0 0 0 0 1,92 0 32 -192 0 6,4 |
2.12)

Como estamos no campo de validade da formula¢ao linear do método dos
deslocamentos entdo a superposicdo de causas e efeitos ¢ valida. Assim, o

desenvolvimento apresentado pode ser desenvolvido para a mola vertical e para a mola
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rotacional e as conclusdes colocadas na matriz de rigidez de um tunico elemento de

conexao.
[k, 0 0 -k, O 0 |
0 k, 0 0 -k 0
[k] ' 0 0 k, 0 0 -k,
—ky 0 0 k 0 0
0 -k 0 0 k, 0
| 0 0 -k, 0 0 k, |

(2.13)
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3. ANALISES DE ESTRUTURAS APORTICADAS VIA MOLAS DE WINKLER

e Analise de estrutura 1

Neste subitem sera analisado o portico plano da Figura 10 no qual se considera a

base deformavel horizontalmente, no apoio do n6 4. Semelhante a Figura 10 (a).

Figura 10 Pértico a ser analisado

12N /m 1I2EN /m
[ B
aory LLLLI¥F[L]]] sowvy 1LLILIFILILD
—F . -
2 @ 3)
(1)
(3)
111
&:"
| ha,
(a) 0 X (b) T 1 2 5
Fonte: Cruz (2020, no prelo)
Dados:
E =2000000kN / m*
A= O,O?’m2
I = 0,0004m4
L =L,=4m
L, =5m

K, =K, =10kN/m

Solucio:

a) Discretizacio e modelagem

e Ver Figura 10(b).
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b) As matrizes de rigidez

e Matriz de rigidez da barra (1), [k](l)

[ 15000 0 0 —15000 0 0]

0 150 300 0 —150 300

K], - 0 300 800 0 —-300 400
—15000 0 0 15000 0 0

0 —150 —300 0 150 —300

i 0 300 400 0 -300 800 |

(3.1)

e Matriz de rigidez da barra (2), [k](z)

Sendo a barra (2) do mesmo comprimento ¢ do mesmo material que a barra (1), e
tendo aquela a mesma secdo transversal e as mesmas condig¢des de contorno que a desta,

entao:

[k](l) = [k](z)
(3.2)
e Matriz de rigidez da barra (3), [k]<3>

12000 0 0 —12000 0 0]

0 768 192 0 -768 192

], - 0 192 640 0 —1920 320
®) =1 ~12000 0 0 12000 0 0
0 —768 —192 0 768 —192

I 0 192 320 0 -192 640

(3.3)

e Matriz de rigidez da barra (4), [k]( %)
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"k, 0 0 -k, 0 O]

0 0 0 0 0 0

K], - 0 0 0 0 0 0
-k, 0 0 k, 00

0 0 0 0 0 0

. 000 0 0 0

(3.4)

¢) As matrizes de rotacao

e Matriz de rotagao da barra (1), [T ](1) com a =90°

[T](l) =

S O O O = O
S O O O O =
S O O = O O
S - O O O O
oS O
_ O O O O O

(3.5)

e Matriz de rotagio da barra (2), [T ](2) coma =0°

[T ](2) =

S O - O O O
S - O O O O
-_ o O O O O

S O O O O -
S O O O -~ O
S O O - O O

(3.6)

e Matriz de rotagdo da barra (3), [T ](3)

Sendo a barra (3) paralela a barra (1), e tendo aquela incidéncia crescente no

mesmo sentido desta, entdo:

[T](l) = [T](3)

(3.7)
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e Matriz de rotacdo da barra (4), [T ](4)

Sendo a barra (4) paralela a barra (2), e tendo aquela incidéncia crescente no

mesmo sentido desta, entdo:
[T](z) = [T](4)
(3.8)

d) As matrizes de incidéncia

e Matriz de incidéncia da barra (1), [a](l)

S O = O O O
S = O O O O
- O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O

S O O O O -
S O O O = O
S O O = O O

(3.9)

e Matriz de incidéncia da barra (2), [a](z)

S O O O O O
S O O O O O
S O = O O O
S = O O O O
— O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O

S O O O O =
S O O O = O
oS O o = O O

g |
S
|
x
Il
© o o o o o

(3.10)

e  Matriz de incidéncia da barra (3), [a](3)



0
0
0
[a](3) = 0
0
10
(3.11)
[ ]
K
0
0
[a](4) = 0
0
10
(3.12)

d) Determinagio do vetor {po} de cada uma das barras

S O O O O O

S O O o o O
S O O o o O
S O O O o O

S O O O O O

S O O o o O

S O = O O O

S = O O O O

— O O O O O

S O O o o =

S O o o = O

S O O = O O

S O O O O O

Matriz de incidéncia da barra (4), [a](4)

S O O o o O
S O O o o O

S O O O O O

S O O O O O

S O O o o O

S O O o o O

S O O O O O

S O O o O

S O O o = O

S O o = O O

S O = O O O

S = O O O O

S O O o o O

- o O O O O

S O O o o O

30

Como nao atuam cargas ao longo do eixo longitudinal da barra (1) e da (3), os

vetores {po}(l) e {po}(3) sdo nulos.

Considerando a barra (2) como uma viga biengastada com o carregamento ao longo

do seu eixo longitudinal indicado na Fig.10 as reacdes dos apoios serdo os elementos

do vetor {pO }(2).

Logo:

{po }(2) =

(3.13)

0kN
2,4kN
1,6kNm
0kN
2,4kN
—1,6kNm
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¢) Determinacao do vetor {po } de cada uma das barras

Sendo nulos os vetores {po}(l) e {po}(3), entdo, {po}'(l) e {po}'@) serdo nulos

também. Com o vetor {po }(2) e com a matriz [T ](2) = [7], dada na Eq. (3.8), calcula-se o

vetor { Do }'(2) , obtendo-se:

[po ]'(2) = [po ](2)

(3.14)

f) Determinaciio do vetor {R)}

O vetor {PO} pode ser obtido através do somatorio: Zn:[a]g){po}'([), emque 7 €0
i=1

numero de barras da estrutura. Devido ao fato de {po}'(l) e {po}@) serem nulos, entdo
{Po}z [a]{z){po}'(z), com {po}v(z) dado na Eq. (3.13) e, sendo [a](Tz) a transposta da matriz
dada na Eq.(3.10).

Logo:
{BY"={0 0002416 024 -6 0000 0 0

(3.15)

Ry ={R) R RY B R

(3.15a)
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g) Obtenciao dos vetores {P} e {D}

B 0
P, 0
P, 0
2 D,
0 Dy
{Ph] |0 {D}] |D,
{PL| |0 DL, | |D,
{P}: {P}z =10 {D}: {D}3 =1Ds
{Pl| |0 Dl |
{Pis) |0 {D}s) | D,
B, 0
A, 0
B 0
0 0

0 (3.16 —“a” e “b”) 0 (3.17—*a”e

Cﬂb’ﬁ)

h) Obtencdo da matriz de rigidez de cada uma das barras da estrutura,

referidas ao sistema global - [k, através da expressio [k] = [T][¢][T] .

e Matriz de rigidez da barra (1), no sgr, [k]zl)



150

-300
-150

—300
(3.18)

0
15000

—15000

-300

800
300

400

-150

300
150

300

0 —300]
—15000 0
0 400

0 300
15000 0
0 800]

e Matriz de rigidez da barra (2), no sgr, [k]zz)

Para a barra (2), sendo [T ](2) =[1], tem-se que:

[k]ZZ) = [k](z)
(3.19)

e Matriz de rigidez da barra (3), no sgr, [k]23)

[ 76,8
0
-192
-76,8
0
| —192

k] & =

(3.20)

0
12000
0
0
—-12000
0

-192
0
640
192
0
320

-76,8
0
192
76,8
0
192

0 —192]
—12000 0

0 320

0 192
12000 0

0 640

e Matriz de rigidez da barra (4), no sgr, [k]z4)

Para a barra (4), sendo [T ](4) = [1], tem-se que:

33
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[k ]24) = [k ](4)
(3.21)

i) Obtencdo da matriz de rigidez [K] da estrutura e montagem da equacio

{P} = [K ]{D} . [K] , (através do procedimento pratico)

Escrevendo-se a matriz [K] com notacao ao nivel de nd, tem-se:

k], &, [k
kL, ], [k
[K]: [K]31 [K]32 [K
[K

[k

Y
[0

K], K]
K] K,

=~
W

e e e e L
W

>
G

(3.22)

na qual cada elemento ¢ uma submatriz [K ],.]. , quadrada com n =3, que associa 0s

deslocamentos do né j aos esforcos do né i. A obtencdo da matriz [K] se dara com a

determinagdo de todas as submatizes [K ][j .

e Determinagdo dos [K ]l.' ;

[K]u = [k]l,l(l)
[K ]12 = [K ]gl = [k]I,Z(l)

[K]IS = [K]; = [O]

[K ]22 = [k];z(l) + [k]l 12)
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[K]23 = [K]_; = [k];,z(z)

[Kks = k], + (KL
(K =[KTs =[kL
[Kly =l + (K] e
(KL =KL =[]

[K]SS = [k]2’2(4) (3.23 _ ‘Ca”’ “b”’ “C”, GCd”’ 6667,’ C‘f’, ‘Gg”’ CCh”’ “1”’ “J” e
‘Gl”)

Cada [k];j(b) ¢ uma submatriz da matriz de rigidez da barra em exame. Procedendo-

se a adequada substituicdo das [k];j(,,), a partir das Egs. (3.18), (3.19), (3.20), e (3.21), e

organizando-as conforme a Eq. (3.22), obtém-se, a matriz de rigidez da global ou da

estrutura.

j) Montagem da equacio {P} = [K ]{D} + {PO}

Com a utilizacdo da nota¢do ao nivel de nd, a equagao {P} = [K ]{D}+ {PO} terd a

forma apresentada na Eq. (3.24).

PI) [kl k). [kl [kl [&Ds](Ip)) ([R)
[P |[kL (K], [kl [kl [Kls||[DL| |[B)
[P ]3 = [K]31 [K]32 [K]33 [K]34 [K]35 [D]3 + [Po]3
[Pl |kl [kl, [&ls [kl [kl ||[DL] |[R)
[Pk} Lkl [k [l [k [Pk ([R]

(3.24)
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Cada {P}i,{D}l_e {PO}, ¢, na ordem, o vetor dos esforcos externos; o dos

deslocamentos e, por ultimo, o vetor dos esfor¢cos decorrentes das cargas aplicadas fora

dos nos, todos verificados nonod i.

k) Solucio da equacio {P} = [K ]{D}+ {R)}

Solugdo em duas partes: sendo a primeira {P}C = [K]CC{D}C +{PO}C € a outra,
{P}R = [K]RC{D}C +{PO}R, das quais foram excluidas respectivamente as parcelas

[K]CR{D}R e [K]RR{D}R devido ao fato dos deslocamentos nas coordenadas vinculadas
serem nulas. Observa-se que as coordenadas associadas aos n6s2 e 3 com a coordenada 10
associada a dire¢do X no no 4 (onde a mola atua) sdo os componentes do vetor {P}C e,
analogamente, as coordenadas associadas as dire¢cdes Y ¢ Z do no 4 e as associadas aos nos
n6é 1 ¢ 5 s@o os componentes do vetor {P}R (acontecendo de modo semelhante com os

deslocamentos € com o vetor {R)}) Devido a isto, se faz necessario mudar a posi¢do da

linha correspondente ao {P}1 (primeira linha) para a quarta linha. Para que ndo ocorra

alteracdo no valor do determinante da matriz de rigidez global, altera-se, obrigatoriamente,

a posicdo da primeira coluna da referida matriz, colocando-a na quarta posi¢do. Assim,

Ph) [Ikl. [kl [kLs [k]L, [&Ls|[{0h) (&R
{Ph| |l [kl [kl (K] Kl ||{Dh| iR
{P }4 = [K ]42 [K ]43 [K ]44 [K ]41 [K ]45 {D }4 + {Po }4

~
—
=

1
| E—
3]

>
-
=

——
e

Kl [K]13 [K]14 [K]ll [K]IS
Kk [kl (KL (K] K]

)
SSSRNRY

——
~
2
W
e

(3.25)

Na Eq. (3.25a) que repete a equacao anterior, estao indicadas as submatrizes nulas.



Ph] [I&k (KL [0k, [xL, [0
Phl |kl [kl (KL ok [Ks
Plp=| o), [kl [kl [o], K]
Pl |kl ol [ol, [K], [0l

Pi) Lok [oks (&L [ok [

EN ) )

—_

TTETET

o =

1) Calculo dos deslocamentos nas coordenadas nulas

Agora, resolvendo {P}C = [K ]CC{D}C + {R) }C , tem-se:

2 [ 15150 0 300  —15000
-2.4 0 15150 300 0
-6 300 300 1600 0
0 t=/-15000 0 0 150768
-2.4 0 -150 —300 0
L6 0 300 400 192
0 |0 0 0 -76,8
(3.26)

donde:

D, 0,02434m

D, —0,0001030m

D, —0,006483rad

D, »={ 0,02432m

D, —0,0002712m

D, 0,003551rad

D,, 0,02937m
(3.27)

m) Calculo das reacoes dos apoios

0
—-150
-300

0
12150
-300

0

300

400

192
-300
1440
-192

SooObOLD

o

37
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Calculados os deslocamentos nodais incognitos, torna-se possivel a solu¢do da

equagao {P}R =[K]RC{D}C+{E)}R. Sua solugdo apresentard as reacOes dos apoios

procuradas.
_ -1 0,02434m
P, 0 0 0 0 -12000 0 0 0
—0,0001030m
B, 0 0 0 192 0 0+320 -192 0
—0,006483rad
B —150 0 =300 O 0 0 0 0
= 0,02432m +
P, 0 —150 0 0 0 0 0 0
—0,0002712m
P, 300 0 400 0 0 0 0 0
0,00355lrad
P, O 0 0 0 0 0 -10 0
- - 0,02937m
(3.28)
donde:
P —1,71kN
P, 1,55kN
P, B 4,70kNm
B[ | 336kN
B, 0,19kNm
P, —0,29kAN
(3.29)

Para efeito de comparagdo entre os resultados aqui obtidos e os calculados através
do Ftool, sdo apresentados nas figuras a seguir o portico analisado sob efeito da mola
horizontal no apoio 4 bem como os diagramas dos esfor¢os internos solicitantes além da
deformada. Estes graficos referidos sao todos os que estdo indicados com a letra (a).

Os graficos identificados com a letra (b) indicam os mesmos resultados observados

nos letra (a), obtidos para o poértico da Figura 11(b), no qual nao atua a mola.



Figura 11 Pérticos: (a)com a mola horizontal no né 4 e (b) sem a mola.

I TITTI]

[T

20N

500

2
20N

400 m

(b)

Fonte: O Autor (via Ftool)

500

Figura 12 Pérticos deslocados: (a) com a mola horizontal e (b) sem a mola.

s

(a)

(b)

Fonte: O Autor (via Ftool)

Figura 13 Pérticos DMF: (a) com a mola horizontal e (b) sem a mola

13

(a)

Fonte: O Autor (via Ftool)

i,

13

27

28

(®)




Figura 14 Pérticos DEC: (a) com a mola horizontal e (b) sem a mola

15 1.4

¥i

08

03

e

(a) (b)

Fonte: O Autor (via Ftool)

Figura 15 Pérticos, DEN: (a) com a mola horizontal e (b) sem a mola

b

a4

(a) (b)
Fonte: O Autor (via Ftool)

e Analise da estrutura 2
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Considerando a viga continua mostrada na Fig. 16 calcular os deslocamentos
nodais, as reagdes dos apoios. Sendo E o0 mddulo de deformacao longitudinal do concreto,
L o comprimento das barras; 4 ¢ a area da secdo transversal das barras e | a inércia da
se¢do transversal em torno do eixo z, a mola adotada sera considerada como um pilar que
se apoia em um determinado tipo de solo, e como a intengdo ndo ¢ tratar do assunto solo
mas sim da variagdo de esfocos quando se consedera as deformagdes do macico o

coeficiente de mola sera adotado como um valor qualquer apenas para demonstragao.

Figura 16 Viga em base elastica.

20KNm
.I
21 211 23
22 L 40m 2> 2o 1 oy = |
%Ekm‘_ (1) (3):‘2 (2) “],
4
" 40m  40m
(a) (b)

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, p.)

Pede-se considerar a inexisténcia de carregamento com proje¢ao segundo o eixo X.

Dados:

E =2770000kN / m*

A=0,04m"

L(l) = L(Z) = 4,01’1’1

1 =0,00053m*

p=2,0kN/m

K,, =K, =24 1000kN/m
. L(3)

Como citado anterirmente o valor do coeficiente de mola valor ¢ aleatorio apenas para
representacdo do problema, nao sendo relacionado a nenhu mtipo de solo. O mesmo

poderia ter sido relacionado a algum tipo de solo através de alguam correlagdo de tabelas

padroes.

Solucio
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a) Modelagem ou Discretizacdo da estrutura

Ver Figura 16 (b).

A inexisténcia de solicitagdo axial nas barras da estrutura possibilita a retirada
dos esforcos e dos deslocamentos paralelos a dire¢do x (horizontal) do slr dessas barras e,
conseqiientemente, dos elementos das 1* e 4* linhas e colunas das suas matrizes de
rigidez. Isto significa dizer que os vetores {p} e {d} terdo apenas 4 linhas, correspondentes
as diregdes y e z , nas extremidades 1 e 2 de cada barra, chamadas de coordenadas 2,3,5 e

6.

b) Determinacio das matrizes [k], [T ]e [a] de cada uma das barras da

estrutura

As matrizes de rigidez para as duas primeiras barras

Nas extremidades das duas primeiras barras hd continuidade do momento fletor,
tornando obrigatorio que elas sejam consideradas como barras de portico plano. Assim
sendo, a matriz de rigidez a ser utilizada estda mostrada com suas linhas e colunas

numeradas.
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1a 221 3a 4a Sa 6a

1#7
28 12E1 6EI 12E1 6El
0 3 2 0 S 2
L L L L
38 0 6EI 4E1 0 _6EI 2EI
[]= r L r L
0 12E1 6FEI 0 12E1 6El
52 - JE - I? JE - 12
6EI 2EI 6EI 4E1
a 0 2 D 0 ) 7
6% L L L L
(3.30)

Retirando-se da Eq. (3.30) as 1#* e 4 linhas e colunas devido a auséncia de
solicitacdo axial nas barras da estrutura — todo o carregamento € vertical - , e em seguida
renumerando as linhas e colunas da matriz indicada na Eq. (3.31), obtém-se a matriz
mostrada na Eq. (3.32). Nessa matriz os elementos remanescentes das 2%, 3% 5% ¢ 6%
linhas e colunas passam a ocupar, respectivamente, as 1%, 2% 3% ¢ 4% [inhas e colunas.

Diz-se que esta matriz de rigidez estd de acordo com as novas coordenadas, nova
numeragdo das dire¢des y e z nas duas extremidades da barra, e em cada n6 da estrutura.

Ou seja, coordenadas 1,2 3 e 4.

la 2a 3a 4a 521 6a

13
12E] 6EI 12E  6EI
2 I 7 P 7
. OE1 AEl _6EI 2E]
2 2
= I L I L
42
12E1 6EI 12E] 6EI

> I I I T
& OE1 2E1 _OEI AEIl

i I? L I L |

(3.31)
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12E1 6EI 12E1 6EI |

r I P I

6EI AE] _6EI 2EI

K]=| L L r L
12EI 12EI 12E1 6EI

P P I Bz

6EI 2EI _6EI AE]
- I? L I? I ]

(3.32)

e Matriz de rigidez da barra (1), [k] 0

[ 275,27 550,24 —27527 55027 ]

], - 55024 14681 —550,27 734,05
W71 227527 —55027 27527 —55027

| 550,54 734,05 550,27 14681

e Matriz de rigidez da barra (2), [k](z)

Sendo a barra (2) do mesmo comprimento ¢ do mesmo material que a barra (1), e

tendo aquela a mesma se¢do transversal e as mesmas condi¢des de contorno desta, entdo:

[k](l) = [k](z)
(3.34)

e Matriz de rigidez da barra (3), [k],, (biarticulada)
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Considerando a matriz de rigidez de barra biarticulada (barra de treli¢a plana) - pois
estas sdo as condi¢des de contorno da terceira barra que simula a mola da base elastica da
viga - e procedendo de maneira analoga, tem-se, apds substituir os valores das constantes

indicadas:

0
[£]5) = 1000 2

S O O O
S O O O

0
(3.35)

¢) Determinacido das matrizes [T ] de cada uma das barras da estrutura

e Calculo das matrizes de rotacio para as barras (1) e (2)

Como o angulo entre os eixos de mesmo nome do sgr da estrutura e do slr das duas

barras horizontais € zero, entdo a matriz de rotagao ¢ igual a matriz-identidade.
e Calculo das matrizes de rotaciao para a barra (3), vertical.

e Matriz de rotagdo da barra (3), [T ](3)

a =90°

c o~ o
=)
p—

—_ o o o



d) Determinag¢ao das matrizes [a] de cada uma das barras da estrutura

e Matriz de incidéncia da barra (1), [a](l)

00100000
100010000
b= 6 0 0000 0

01000000

(3.37)

e Matriz de incidéncia da barra (2), [a](z)

10000000
o1 000000
e I
00000100

(3.38)

e Matriz de incidéncia da barra (3), [a](3)

- o O O
oS O O O
S O O O
oS O O O
S O O O
oS O O =
S O = O

e) Calculo do vetor {po} e {po } de cada uma das barras. Calculo do vetor {R)} e

montagem dos vetores {P} e {D} .

46
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De acordo com a nova numeracdo das dire¢des de y e z nas extremidades das
barras, os vetores {po} e {po} passam a ter 4 linhas, sendo as 1* e 3" relativas aos esforgos

na direcdo y das extremidades 1 e 2; e as 2% e 4%, aos esforgos na direcdo z, das duas

extremidades.

e Determinacio do vetor {po} de cada uma das barras

Considerando as barras (1) e (2) como vigas biengastadas com o carregamento ao

longo do seu eixo longitudinal indicado na Figura 3.7, as reagdes dos apoios serdao os

elementos dos vetores {po}(l) e {po }(2). Assim,

4

2,667
{Potyy = (Pl =1 74 Do) =
2,667

(3 ‘40 _ Céa,Q’ GCb” e

S O O O

66079)
e Determinacio do vetor {po } de cada uma das barras

Como o sgr e os slr das barras (1) e (2) tém eixos de mesmo nome paralelos, entdo:
{po}:{po} (3'41_66a”’ C‘b”e
66079)
e Determinacio do vetor {PO}

T

3
O vetor {Po}pode ser obtido através do somatdrio: Z[a](l.){po }'(,') . Logo:

i=1

8kN P -8
0kNm P, 0
4kN P, P-4
(- 2,667kNm (P Py| _ | P.—2.667
‘ 4kN P, P, -4
—2,667kNm P| | P +2,667
0kN P, P,
0kNm P, 0

(3.42)
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e Obtencao dos vetores {P} e {D}

P (o D) (D,
pl |o p,| |p,
P, P, D, 0
P, 0 D 0
{P}: 4l {D}: 4l (343 -“a”e
P P D 0
Pl |0 p,| |o
P P, D; 0
Rl |0 D] |o
“b,’)

f) Obtencdo da matriz de rigidez [K] da estrutura e montagem da equacio

(P} =[k}D)
e Obtencao da matriz [K] , (através do procedimento formal ):

3
Utilizagdo da equacio [K]= z [a]é) [k]'('l.) [a](l.)
i=1

1

(155054 0 —27527 -550,54 —-27527 55027 —1000 0]

0 29362 550,54 73405 -55027 73405 0 0
~27527 -550,54 27527 550,24 0 0 0 0
k]| 55054 73405 55024 14681 0 0 0 0
~27527 -55024 0 0 27527 -27527 0 0
550,24 734,05 0 0  -55027 14681 0 0
~1000 0 0 0 0 0 1000 0
0 0 0 0 0 0 0 0

(3.44)



a) Montagem da equacio {P}— {PO } = [K ]{D}

0-8 1550,54 0  —27527 —550,54 —27527 550.27] —1000 O
0-0 0 29362 550,54 734,05 -55027 73405 0 0
P, -4 -27527 -550,54 27527 55024 0 0 0 0
p, —2.667| || 55054 73405 55024 14681 0 0 0 0
P-4 |[ |[F27527 -55024 0 0 27527 -2752] 0 0
P, +2,667| || 550,24 734,05 0 0  —55027 14681 0 0
P, ~1000 0 0 0 0 0 1000 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
(3.45)
DI:PI_P‘“ —8 =—0,005159m
K, 155054
(3.46)
P, =0kN
(3.47)

P, =K, D, =(-27527)(=0,005159 + 4,00 = 5,42kN
(3.48)

P, =K,,D, =—55054x(-0,005159+2,67=5,5 kNm
(3.49)
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P =K, D, +4=(-27527)x(~0,005159 + 4 = 5,42kN
(3.50)

P, =KD, —2,667="55054x(~0,005159 — 2,67 = 5,5 1kNm
(3.51)

P, =K, D, =—1000x(-0,005159 = 5,16kN

Com o objetivo de comparagao entre os resultados aqui calculados e os obtidos via
Ftool tendo como base de entrada o carregamento apresentado a seguir e as caracterisitcas
dos materiais apresentados no inico do probelma, nas figuras a seguir sao mostrados os
deslocamentos do n6 1, bem como os diagramas dos esfor¢os internos solicitantes para as

barras da estrutura analisada.

Figura 17 Viga sobre base elastica

21 2.00 NI 211 2.00 ¥/ 2 3
FELPLELELELEELELELLEL L ELLL LR FEEL DL BEEL LBV L L ELEEL L L L PECLELELE L
M 3) 1 @ :

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, p.)

Figura 18 Viga sobre base elastica - Deformada

ﬂww

p=:
771

Dy: -5.137e+00 mm

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, p.)

Figura 19 Viga sobre base elastica - DMF
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d.\.\
Sw‘

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, p.)

Figura 20 Viga sobre base elastica - DEC

3 .\vn\v.l\vn\v

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, p.)




4. ANALISE DOS RESULTADOS
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Os resultados aqui calculados apresentam muito boa aproximagdo aos resultados

obtidos através do Ftool, conforme se v€ na Tabela 1 e na Tabela 2 organizadas com os

valores dos deslocamentos e das reagdes de apoio das duas estruturas analisadas.

Tabela 1 Valores obtidos para a estrutura 1

Deslocamentos Reacdes de apoio
Nos | Valores X Y z X Y z
(m) (m) (rad) (kN) (kN) (kNm)
1 TCC |0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 | -1,71 1,55 4,70
Ftool | 0,0000000 [ 0,0000000 | 0,0000000 | -1,60 -1,70 4,7
2 TCC |0,0243400 |-0,0001030 |—0,0064830 - - -
Ftool |0,0243400 |-0,0001030 |—-0,0064830 - - -
3 TCC |0,0243200 |-0,0002712 | 0,0035510 - - -
Ftool |0,0243200 |-0,0002712 | 0,0035510 - - -
4 TCC [0,0293700 0,0000000 | 0,0000000 | -0,29 3,36 0,19
Ftool |0,0293700 0,0000000 | 0,0000000 | -0,30 3,30 -0,20
Fonte: O Autor
Tabela 2 Valores obtidos para a estrutura 2
Deslocamentos Reacoes de apoio
Nos | Valores Y z Y z
(m) (rad) (kN) (kNm)
1 TCC —-0,005159 0,000000 - -
Ftool -0,005140| 0,000000 - -
2 TCC 0,000000| 0,000000 5,42 5,51
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Ftool 0,000000| 0,000000 5,40 5,50
3 TCC 0,000000| 0,000000 5,42 -5,51
Ftool 0,000000| 0,000000 5,40 -5,50

Fonte: O Autor

No caso da Tabela 1 tem-se na linha associada ao n6 4, valor obtido neste TCC, e
na coluna associada ao deslocamento horizontal (eixo X), o valor -0,29. Este valor foi
obtido como reacao de apoio do nd 5, na coordenada associada, isto ¢ coordenada 13) (vide
Figura). O DEC fornecido pelo Ftool permite concluir que a reagdo horizontal do né 4
(vide Figura) ¢ -0,30. Na verdade, de acordo com o esquema indicado na Figura observa-
se que o esforco normal na mola (barra biarticulada (4)), que ¢ de compressdo ¢
exatamente igual a reacdo de apoio do no 5.

A estrutura 2 pode ser vista como uma viga continua biengastada (podendo ser
também biapoiada, etc) cujo apoio central esta assente sobre base elastica ou como uma
viga biengastada apoiada no solo continuamente cuja reagdo foi discretizada (neste caso

apenas para uma determinada posi¢do, a metade do vao).

Figura 21 Viga sobre base elastica

= Ea [EA [EA [Ea |EA L
\'4 A vV v v [ o 2 £ ! '
F ¢ +

e
(a) Coeficientes de mola do solo (b) elementos de trelicas
Fonte: Adaptada de Cruz (2020, no prelo)
Figura 22 Tubuldo em meio elastico
I’ k
IT kmn H Ei1,A1
] s
{ﬁ}&% ‘ E1,A1
JIIF.[{O%\; DEI—’Aq
kemn
-y ot E1,Al
lenih Te }
Ao - Ei1,A1
gkmv F2,42,Lz r L |
L
(a) Tubulao em meio elastico (b) Tubulao, elementos de trelica

Fonte: Adaptada de Cruz (2020, no prelo)
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Sendo o coeficiente de mola vertical do solo dado por &, =K,be onde

K, =E (fb)" o coeficiente de reagdo vertical, cuja unidade ¢ [FL_3], f ¢é o fator de

forma, Es ¢ o modulo de compressibilidade do solo e b ¢ a base ou largura da viga e e €

_ EA

o espacamento entre as molas . Sendo k, =k, = —, entdo o comprimento das barras
L

mvy

. : EA
verticais, mostradas na Figura 21 b, pode ser calculado atravésde L =—— em que E e

mv

A sdo quase sempre iguais aos da viga. (Cruz, 2020, no prelo)
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5. CONCLUSOES

No presente Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) foi feita uma revisao do tema
procurando estabelecer um Marco Teorico relacionado ao problema da analise estrutural
com intera¢do solo-estrutura, colocando em evidencia a aplicacdo das molas de Winkler.

Alguns autores sdo citados com suas contribuicdes.

Do trabalho recente, ainda no prelo, Cruz (2020), o autor tomou como empréstimo

a ideia de adicionar a estrutura original uma barra biarticulada para simular a base eléstica
que se quer (ou se necessita) considerar. A rigidez axial da barra E4 L ¢é igual ao chamado
coeficiente de mola, k, para molas paralelas ao eixo X do SGR (ou £,, quando o eixo X

coincidir com a diregdo horizontal), k, para molas paralelas ao eixo Y do SGR (ou %,

quando o eixo Y coincidir com a diregéo vertical) ou £, ,, para as molas de rotagio.

A formulacao matricial para analise de estruturas planas ¢ utilizada a partir da sua

formulagdo linear.

Como o objetivo principal ¢ a solugdo de estruturas sobre base elastica (molas de
Winkler) através da Analise Matricial de Estruturas - AME, considerou-se importante

apresentar tanto o processo formal como o dito processo pratico para obten¢do da matriz de
rigidez global, [K] Sempre com a intengdo de promover uma maior generalizagdo na

aplicacdo da AME, a) a numeragdo dos nds da estrutura 1 foi definida de modo a tornar
necessario uma reorganizacdo da equacdo matricial que representa matematicamente o
sistema fisico em estudo e, b) na estrutura 2, apenas duas coordenadas em cada n6 foram

consideradas: a coordenaday, Y e z, Z referidas, respectivamente, ao SLR e ao SGR,

Desse modo duas estruturas foram analisadas. Todas as etapas da AME necessarias
ao calculo dos deslocamentos nodais desconhecidos e das reagdes de apoio procuradas

estdo detalhadas.

Podemos perceber que na analise dos esfor¢os e deslocamentos considerando a base
elastica percebemos consideravel diferencas de valores na ordem de duas vezes para os

maximos valores.
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Além disso, os resultados aqui obtidos foram comparados com os calculados via
Ftool. Para verificar a eficacia da consideracdo da barra deformavel em relacao a mla via
metodo matricial dos deslocamentos. Quanto aos deslocamentos calculados no TCC e via
Ftool, praticamente ndo se verificam diferengas; ja& em relagdo as reagdes de apoio,

pequenas diferencas podem ser observadas.

Tal fato deve estar relacionado com a precisdo adotada, pois como se sabe, a

inversdo da submatriz [K]Ccé bastante sensivel a esta consideragao.

Embora o efeito da base elastica na estrutura 1 tenha sido considerado apenas na
direcdo horizontal no né 4, poderiam ter sido aplicadas molas tanto na vertical quanto a
mola de rotacdo neste mesmo no6 4 ¢ bem assim no né 1 tornadno a analise ainda mias

precisa do que a dess trabalho.
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