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RESUMO

Com o desenvolvimento de procedimentos de cdlculo e técnicas construtivas, as
estruturas atingiram dimensdes cada vez mais ousadas, requerendo por parte da comunidade
técnica estudos mais detalhados sobre a estabilidade dessas construcdes. O projeto estrutural se
compoe basicamente de trés etapas: analise estrutural, dimensionamento e detalhamento dos
elementos estruturais. Na fase de andlise estrutural ¢ que sdo levantadas as a¢des que atuam na
estrutura ¢ se determinam os efeitos dessas em termos de solicitagdes (esforgos), deslocamentos
e deformagdes, caracteristicas vibratorias e outros campos fisicos de interesse na estrutura que
sdo representadas por modelos matematicos.

Diversas técnicas numéricas de resolucdes de equacdes ou de sistemas de equagdes
diferenciais deram origem a eficientes ferramentas de calculo. Essas permitem a analise dos
mais variados problemas de engenharia, contribuindo para a solug@o de problemas praticos para
os quais as solucdes analiticas sdo de dificil obtengdo ou de dificil aplicagdo ou simplesmente
ndo existem. Assim, os procedimentos numéricos possibilitam ndo apenas uma grande
flexibilidade de modelagem, como também agilidade na obtencao da solugao.

Neste trabalho sdao descritas as analises estatica e dinamica de arcos abatidos (quando
submetidas a carregamentos moveis) segundo as teorias de Timoshenko e Euler-Bernoulli e
utilizando o método dos elementos finitos (MEF). Neste caso, sdo deduzidas as formas exatas
da matriz de rigidez e do vetor de carga para viabilizar a analise estatica do arco. Além disso,
sdo derivadas as matrizes de massa consistentes visando a determinacdo das frequéncias
naturais da estrutura curva. Finalmente, o algoritmo do elemento finito proposto ¢ adaptado
para viabilizar a andlise da carga mével no arco abatido. Os resultados de flexdo, da analise
vibratoria e da carga e massa movel sdo comparados com respostas analiticas quando
disponiveis. Além disso, quando um grande raio ¢ setado, as respostas de vigas sao
recuperadas. Um codigo foi desenvolvido para obtencdo das solugdes numéricas.

Palavras chaves: Arcos Abatidos, MEF, Cargas Moveis, Massas Moveis



ABSTRACT

With the development of calculation procedures and construction techniques, the
structures reached increasingly daring dimensions, requiring more detailed studies by the
technical community on the stability of these constructions. The structural design basically
consists of three stages: structural analysis, dimensioning and detailing of structural elements.
In the phase of structural analysis is that the actions on the structure are determined and the
effects of these are determined in terms of stresses, displacements and deformations, vibratory
characteristics and other physical fields of interest in the structure that are represented by
mathematical models.

Several numerical techniques of resolution of equations or systems of differential
equations gave rise to efficient calculation tools. These numerical tchniques allow the analysis
of the most varied engineering problems, contributing to the solution of practical problems for
which analytical solutions are difficult to obtain or difficult to apply or simply do not exist.
Thus, the numerical procedures allow not only a great flexibility of modeling, but also agility
in obtaining solutions.

In this work the static and dynamic analyzes of arches (when submitted to mobile loads)
according to the theories of Timoshenko and Euler-Bernoulli and using the finite element
method (FEM) are described. In this case, the exact forms of the stiffness matrix and the load
vector are deduced to enable the static analysis of the arc. In addition, consistent mass matrices
are derived to determine the natural frequencies of the curved structure. Finally, the algorithm
of the proposed finite element is adapted to make feasible the analysis of the moving load on
the shallow arc. The results of bending, vibration analysis of moving masses and loads are
compared with analytical responses when available. In addition, when a large beam is set, the

beam responses are retrieved. A code is developed to obtain numerical solutions.

Key Words: Shallow Arches, FEM, Moving Loads, Moving Masses
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1. Introdugao

Um tipo particular de problemas de grande interesse para os engenheiros estruturais
envolve a determinacdo da resposta dinamica de barras causadas pela passagem de cargas
moveis por toda sua extensdo. Um dos exemplos praticos mais importantes deste tipo de

problema ¢ representado pela vibragdo das estruturas de pontes, vide Fig. 1

Figura 1 — Exemplo de Carga Mével em Estruturas: Monotrilho

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Linha 15 do Metr%C3%B4 de S%C3%A30_Paulo, data de
acesso: 27/11/2017

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF), ¢ utilizado correntemente para a resolugao de
problemas da mecanica do continuo, podendo viabilizar, sob certas condi¢des, uma boa
aproximacao para solucao de problemas de engenharia. O emprego do MEF nao ¢ restrito
apenas a problemas estruturais sendo utilizado, também, na solucdo de problemas de
transferéncia de calor, mecanica dos fluidos, eletromagnetismo, etc.

Diversos trabalhos ja foram publicados utilizando-se métodos analiticos € numéricos
(principalmente o MEF) na analise dindmica de barras e estruturas para problemas em que a
fonte de excitacdo ¢ fixa, notadamente, os livros de Petyt (1990), Humar (2012), Chopra (2012),
Clough & Penzien (1993) e Paz (1997). Quando a fonte ¢ mdvel, o nimero de trabalhos ¢
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sensivelmente menor mesmo sabendo que dependendo do tipo da excitagdo dindmica, uma
solugdo especifica é geralmente requerida para o problema. Segundo Fryba (1972), os
problemas de vigas submetidas a cargas méveis tém sido analisados basicamente utilizando trés
tipos de modelos simplificados: Forca Mdvel, Massa Movel e Sprung. No caso do modelo de
forca movel a massa do veiculo ¢ muito menor que a massa da estrutura que ele percorre. J no
modelo de massa movel o veiculo contribui de forma consideravel na massa total do sistema
veiculo-estrutura.

Finalmente, o modelo Sprung ¢ usado quando o veiculo esta ligado a estrutura por meio
de vinculos elasticos e dispositivos de amortecimento Wang et al.(2000), Ouyang (2011). Esses
problemas tém sido analisados numericamente na grande maioria dos casos por elementos
finitos Sethi (2012), Wang (1997) concentrando-se em idealizagdes que admitem a conservagao
da planicidade da se¢do transversal, tais como o modelo de Euler-Bernoulli (onde o efeito da
deformagdo por cisalhamento pode ser desprezada) e modelo de Timoshenko onde a
deformacao por cortante ¢ levada em consideragao.

As solugdes numéricas por elementos finitos em estruturas sob excitacdo moével t€m
sido concentradas em problemas de vigas (Sethi, (2012), Cifuentes (1989), Wu (2000), Zhu
(2001), Abu (2000)). No entanto, o estudo de arcos sob cargas mdveis recebeu bem menos
contribui¢cdes. Wu & Chiang (2004), Reis & Pala (2009) e Yang et al.(2008) apresentaram
solugdes em elementos finitos para arcos usando o modelo de Euler-Bernoulli, e Javid et
al.(2011) analisaram arcos circulares (profundos) sob as hipoteses de Timoshenko.

Sao deduzidas neste trabalho as matrizes exatas de rigidez e vetores de cargas para arcos
abatidos em Euler-Bernoulli e Timoshenko. Além disso, foram obtidas as matrizes de massa
consistentes permitindo analises modais. Finalmente foi desenvolvido o procedimento de

andlise do efeito carga movel em arcos abatidos para ambos modelos de flexdo. As analises de
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vibracdes transversais de vigas a serem abordados e comparados com os modelos de arcos sao
também baseados nas teorias de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko

O presente projeto, por ter como foco o estudo de fenomenos fisicos e a facilitagdo da
insercao de rotinas computacionais sobre os resultados obtidos, faz uso de software de calculo
de engenharia que possibilita uma forma menos onerosa para o analista de estrutura. O trabalho
foi desenvolvido através de cddigos desenvolvidos no Lamfic (Laboratério de Modelos Fisicos

quantitativos e Computacionais).
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2. Objetivos
Estudo dos campos de deslocamentos e esforcos em arcos abatidos causados por forgas

estaticas, dindmicas e massas moveis utilizando-se o MEF.

Objetivos especificos

a) Analises estaticas em arcos abatidos utilizando os modelos de Timoshenko e
Euler-Bernoulli;

b) Estudo das frequéncias naturais em arcos abatidos utilizando os modelos de
Timoshenko e Euler-Bernoulli;

c) Analise de cargas moveis em arcos abatidos utilizando os modelos de
Timoshenko e Euler-Bernoulli;

d) Analise de massas moveis em arcos abatidos utilizando os modelos de

Timoshenko e Euler-Bernoulli;

16



3. Fundamentac¢io Tedrica
3.1. Equacoes de Movimento
Neste trabalho sdo abordadas teorias de vigas e arcos associadas aos modelos de Euler-
Bernoulli e Timoshenko. As hipoteses compartilhadas pelas teorias sdo :

e Material homogéneo: qualquer regido do corpo representa as propriedades e
fenémenos do todo;

e Secoes transversais uniformes (barra prismatica): A barra € prismatica quando
nao existe variagdo de forma das se¢des ao longo do eixo da barra;

e Material Isotropo: implica em mesmas propriedades em todas as direcoes,

e Material elasto-linear: implica que em um ciclo de carga-descarga, ndo ha
surgimento de deformagdes residuais; esse material € linear, quando a relacao
tensao-deformacao for linear;

e (Conservagao da planicidade original das se¢des transversais durante o processo
de deformagao;

e Campos pequenos (suaves) de deslocamentos e deformagdes

Uma hipétese essencial que difere uma teoria da outra esta associada a cinematica e
configuragdo da segdo transversal na posicao deformada da estrutura, conforme indicada na

Fig.2.
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Figura 2 — Cinematica da segdo transversal em Euler-Bernoulli e Timoshenko.

Timoshenko

3.2. Equacoes de Movimento de Vigas em Euler-Bernoulli e Timoshenko
A teoria de Euler-Bernouli, mais simples e antecessora a de Timoshenko, ¢ baseada na
hipotese de que a sec¢do transversal ortogonal a linha neutra antes da deformagdo continua
ortogonal apds a deformagdo, como mostrado na Fig.2. Tal idealizagdo implica na

desconsideragdo das distorgdes transversais. Assim, os deslocamentos sao dados por:

) (1.a)
dx
v=0 (IC)

As deformagdes axiais e distor¢des no plano xy podem ser obtidas a partir dos
deslocamentos, viabilizando o calculo das tensodes utilizando a lei de Hooke. Finalmente, os
esfor¢os sdao obtidos pela integracdo apropriada das tensdes ao longo da secdo transversal.
Assim, fazendo-se o equilibrio do sistema de forca que atual em um elemento infinitesimal da

viga, obtem-se a equacao de equilibrio da viga de Euler-Bernoulli dada por:

18



d? d’w (2)
ae\Er gz )=

No caso do problema dindmico ndo-amortecido no modelo de carga mével, a equagdo de

movimento de Euler-Bernoulli fica como em Fryba (1972):

d*w(x,t) o d’w(x,t) .
TR AR

Ex1I,
3)

Onde f(x,t) = 8(x — ct)P para o caso do modelo de carga movel e f(x,t) = [m, * g —

d?w*(xp,t)

mp dt?

16 (x — x;) para o caso de massa movel, sendo ¢ a velocidade da carga movel.
Sendo m,, a massa do veiculo € g a aceleragdo da gravidade. Ay, = ) 4, ExdA e Iy =

) 4 PdA onde p ¢ a massa especifica. P ¢ a intensidade da carga concentrada movendo-se com

velocidade constante ¢ sobre a viga .

Para o caso do modelo de Massa Movel ndo amortecido, a equagdo de movimento da viga
de Euler-Bernoulli fica:

A préxima teoria na hierarquia das vigas ¢ a teoria de Timoshenko, que ¢ baseada na
cinematica da secdo transversal mostrada na Fig.2. Convém notar que a sec¢do transversal
conserva sua planicidade, no entanto a conservagdo da ortogonalidade da mesma com o eixo
longitudinal ndo ¢ mais requerida. Tal idealizacdo permite que a distor¢do transversa seja

incorporada no modelo de Timoshenko. Assim, os deslocamentos axial e transversal sdo dados

por:
u=—zp(x) (4)
W = Wo(x) (5)
v=0 (6)

Onde ¢ representa a rotagao da secao transversal em torno da linha neutra

19



Na teoria de Timoshenko ¢ normalmente assumido um estado constante de deformagao por
cisalhamento transversal, necessitando de um fator de corre¢do para compensar o erro devido a
esta suposicao. Apds a obtencdo, das deformagdes, tensdes e esforgos, equacdes de equilibrio

podem ser escritas como em Wang et al.(2000):

d do dw

_ _r - — )= 7
dx(E*Ide)+kSGA( (p+dx> 0 ™
d dw
dx [kZGA ((p + dx)] 1 ®

Onde k, ¢ o fator de corre¢do que foi introduzido para compensar o erro causado por
assumir o estado constante de cisalhamento transversal..

No caso da viga de Timoshenko submetida a cargas/massas moveis, as equagdes que regem
sao dadas por (7) e (8), requerendo apenas a substitui¢ao de g por f(x,t). Analogo ao caso de

Euler-Bernoulli, f(x,t) = 6(x — ct) * P para o caso do modelo de carga mével e f(x,t) =

d?w*(xp,t)

e 16 (x — ct) para o caso de massa movel.

[mp*g—mp*

3.3. Equacoes de Movimento de Arcos em Euler-Bernoulli e Timoshenko
Em Kdheir e Reddy (1995), sdo apresentadas as equacdes de movimento para trés teorias
de arcos abatidos, que incluem as de Euler-Bernoulli ¢ Timoshenko. Entao parte-se primeiro

para a definicao dos deslocamentos:

d 9
U(x,zt) = (1 +%)*u(x,t)+z*[60 *£+61*¢(x,t) + 22 * 5, (x, t) + 23 ©)

o2

V(x,z,t) =0 (10)
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W(x,zt) = w(x,t) (11)
Onde U, V e W sdao deslocamentos gerados sobre as coordenadas x, y e z
respectivamente.

Ja as relacdes deformagao-deslocamento sao dadas por :

e=e® + M 4 724e@ 4 734 B (12)
y=7@ +zxy® + 22y@ (13)
Onde
ou w 02w 0P
0) = — 4 — 1) =5 — -~
¢ 8x+R' ¢ 6062x+616x
ap ap 9w
@) =5, — B =4 4y
£ 2ox’ £ 3*<6x+62x

d dw
YO = (L +8) s+ 8, YD =250y, YD =3x8 (p+5)

Ainda, introduzindo as seguintes resultantes de tensoes (esforgos):

(14)
(N,M,L,P) = f O * (1,2,22%,23) * dA,
A
(15)
Q= [ Tz
A
As equacodes de Euler-Lagrange (equagdes de movimento) do arco abatido ficam:
dy .3 (16)
$N=Il*u+lz*¢+l3*1/)+l4*a
oM oP Y 17} (17)
(Sla+63a—61*Q—3*63*S=12*u+15*¢>+16*1/)+17*a
oL A 11 (18)
52a_2*52*T=13*u+16*¢+52*15*¢+18*a
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(19)

(1+5)aQ+3 505 5 M 5 P N
e * * — — * — * N
07 5x 37 ox 07 9x2 37 9x2 R f
e T dii r o I 0%
= W — $ — — [ x— — [ ¥ ——
LWl ax 7 oax 7 9x2

J& as Inércias nas Eqgs. 16-19 sdo definidas como:

ol 4242
= * —
1 1 R
_ Iy Is
L=ois(l+g) 48 (1 +3)

L=6 (1 +I4)

= * g

3 2 3 R

_ I I
14_ = 60 *([2 +E)+63 *([4+E)

T 2 I3 2
15=61 *E+2*61*6315+63 *17

1_6 = 816214 + 6283]6
1_7 = 6061]3 + 6063[5 + 6163]5 + 63?[7
1_8 = 6082]4 + 826316

1_9 = 63]3 + 2 *6083]5 + 83?17

zk (20)

n
I; =b* Z f p*zldz i=(12,..,7)

k=1 zk—1

Os deslocamentos podem ser relacionados aos esfor¢os da seguinte forma:
{N} _ {An B11}{£(0)}
M Bi1 Dy1) (e

Q = Assy™®

Onde

n
Zk
(A11,B11,D11) = b Zf E*(1,22z%)dz
2k~ (2D

k=1"2k~1

n
zZk
(Ass, Bss, Dss) = b 2f Kz * Gxy * (1,2,2z*)dz
2k (22)

k=1"%k"1
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Para o caso do modelo de Timoshenko, as constantes §, = 6, = 63 = 0,8; = 1 devem

ser setadas nas Eqgs. 16-19, resultando em:

dN I . I .. (23)
E=<11+2*%)*u+(12+ﬁ3)*¢—fx
dQ N _ (24)
xRS
dM I, . ) (25)
—— Q=+ itlxd—m
Além disso, os esforcos no arco de Timoshenko, sdo dados por:
du w (26)
e (e
d
M=ExI=* —¢ @7)
dx
QzKZ*G*A*<¢+Z_(:) (28)

Onde K, ¢ o fator de forma da segdo transversal. No caso de se¢do retangular, K, = 5/6.
Substituindo Egs. 26, 27 e 28 em Egs. 23, 24 ¢ 25 tem-se as equagdes de movimento para o

arco de Timoshenko:

2y (30)
u ..
Axx W-{_% = 2% +pxl*x¢p—fx
du  w
d2w TR
Kz*sz*<—¢+T>—Axx*dx R+fz=p*A*(I)
dx = d2x (31
d? do\ px*I . (32)
Dxx*dxz—KZ*sz*(¢+E)=R*w+p*[*¢>—m

Analogamente, o modelo de Euler-Bernoulli pode ser recuperado utilizando as Eqs. 16-

19, setando as constantes §, = —1, 5, = §3 = §; = 0, resultando em:
2 d?u N ) N - (33)
—_— —_ = *
xx =2 R fx=1
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du | o) (34)

—Dxxdx4— R +fz=w0xA
Onde:
Axx = E x A
Axz =G * A
Dxx =E *1,

Admitindo-se apenas atuacdo de uma carga concentrada vertical mével na estrutura, as
forcas externas fz e fx nas Eqs 32 e 34 deverdo ser substituidas por forgas concentradas dadas
por:

fz=F = 5(x — ct) * cos(0) (35)

fx =F x§(x — ct) * sen(0) (36)

Onde F ¢ a carga concentrada vertical e 8 e a razao entre a posi¢ao da carga e o raio do arco.
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4. Metodologia

4.1. Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica de calculo estabelecida através da
discretizagdo do meio continuo, de maneira que o sélido ¢ subdividido(discretizado) em um
numero finitos de partes, denominados de “Elementos”, conectados entre si por intermédio de
pontos discretos, chamados de “Nos”.
Nota-se que a escolha adequada do tipo e tamanho dos “Elementos” depende das propriedades
do problema em questdo, e tem papel preponderante na andlise. A discretiza¢do do problema
pode gerar um grande numero de graus de liberdade, de forma que as equagdes de

equilibrio/movimento no continuo devem ser substituidas por um sistema algébrico matricial:

[MI{X.} + [CI{X,} + [KI{X.} = {f ()} 37)

Onde:
[M] é a Matriz de massa,{Xt} ¢ o Vetor Aceleragao, [C] ¢ a Matriz de Amortecimento;

{X}¢ o Vetor Velocidade, [K]¢é a Matriz de Rigidez, {X;} é o Vetor Deslocamento;{f(t)} é o
Vetor Forga.
Quando a carga nao varia com o tempo, o efeito ¢ considerado estatico, de forma que a Eq. 37
passa a ser escrita como:
[KK{X} = {f}

Assim, as matrizes de rigidez, amortecimento ¢ de massa sdo essenciais para fazer a
analise dinamica pelo MEF.

Para o presente trabalho, foi considerado um sistema ndao amortecido.

4.2. Matrizes Locais de Rigidez e Massa da Viga de Timoshenko

A matriz local de rigidez da barra para a teoria de Timoshenko segundo os trabalhos de

Queiroz (2010) e Petyt (1990):
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12 6 12 6
L? L L? L
6 6
Ex1, Z 4+ 3yt _Z 2—3yt
Kt| = ————
[Kt] LA+3yp| 12 6 12 6 (38)
L? L L? L
6 2—3yt 6 4+ 3yt
3 Y L Yt
Onde,
. ExI, _ _
4 ~ kyD,,a% ' =7

A matriz de massa de viga de Timoshenko segundo os trabalhos de Queiroz(2010) e
Petyt(1990):

al a2 a3 a4 a7l a8 —a7 a8
[Mt] = L a2 a5 —a4 ab Ip a8 a9 —a8 all
840(1 + 3yt)*(a3 —a4 al —a2| 30L(1+3yt)*’|—a7 —a8 a7 —a8 (39)
ad a6 —a2 a5 a8 al0 —a8 a9
Onde,

al = 312 + 1764yt + 2520yt>
a2 = (44 + 231yt + 315yt?)L
a3 = 108 + 705yt + 1260yt?
a4 = —(26 + 189yt + 315yt2)L
a5 = (8 + 42yt + 21yt?)L?

a6 = —3(2 + 14yt + 21yt?)1?
a7 =36

a8 = —3(—1+ 15yt)L

a9 = (4 + 15y + 90yt?)

al0 = (=1 — 15y + 45yt?)L?

Para o modelo Euler-Bernoulli, tem-se que yt = 0. Desta forma, a matriz

proposta em (38) pode ser usada os dois casos: Euler-Bernoulli e Timoshenko. Essas matrizes
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de rigidez e de massa estdo associadas ao vetor de deslocamento {u}’ =

[Ui @i @; U @j @Pj] cujos graus de liberdades estdo indicados na Figura 3:

Figura 3 — Graus de Liberdade do elemento de viga de Timoshenko e Euler-Bernoulli

0
Y
9)

4.3. Matriz Local de Rigidez de Timoshenko para Arcos Abatidos

Nesta secdo ¢ descrita a dedug¢do da matriz de rigidez exata do modelo de Timoshenko para
arcos abatidos.

Inicialmente, faz-se a determinagdo das fungdes interpoladoras. Em seguida, elas sdo
substituidas no funcional de energia de deformac¢do, que apds a minimizagdo do mesmo,

encontra-se a matriz de rigidez. Assim, as Eqs. 30,31 e 32 podem ser escritas matricialmente

por:
2 d? Axx d 0 (40)
* * —
xx dx? R dx u X
Axx d Axx KpeA d? Ky s A . {ZZ
— $—_— —— * * * * — -
R dx R? ERAXEE g2 2T 0x m
2
0 —KZ*AxZ*a Dxx*dx2 —KZ*AxZ_
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Simplificando o sistema, as solu¢des para os deslocamentos transversal w, longitudinal u e da

rotagdo da secdos transversal ¢ podem ser obtidas:

d? d px 41)
<Wm + (apz + T)) 53 X2
(P(X)=—fjfj Dx dxdxdxdx+61*z+62*7+63*x
+ C4
2
d a4 . (42)
W(x)—fjffj T 3pz+ R + Kz * Axz
dZ 2 px
* dxz d 2pz+ dx dx dx dx dx + B1 * x* + B2 * x3 + B3 * x?
+ B4 +x + B5
d? px (43)
d3 T2
dx 3pZ+de

“e9 _J J f J f J dfl:c:x KzAxz

d? d p
(dx2m+dxpz+ R)

D dx dx dx dx dx dx dx + A1 = x° + A2 = x* + A3

*x3 4+ A4 * x? + A5 * x + A6
Substituindo as Eqs. 41,42 e 43 em 30, 31 e 32, pode-se descritizar os coefiencientes

da seguinte forma:

;B4 =—A4+ A2 %

Bl =—A1;B2= —A2: B3 = —A3 + Al + 2%
AxzxKz

44
Cl=-24C2=-22:03=—"; 49

AxzxKz

ca=-2 5= 4 A1+ Dxx 2,
R R Axx

O sistema 41-43 podera ser escrito da seguinte forma:
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Dxx
Al A2 (A3—A1*A—)
= 5 4 xz* Kz 3
u(x) G0 R X Tt SR * X .
Dxx
+(A4_A2*AxZ*KZ)*x2+(A1*Dxx* R —B—5>*x+C6
2*R Axx R
@) Al 4 A2 3+(A1 Dxx A3) 2+(A2 Dxx A4)
= ——x% ——x — | % — —
wix 24 x 6 X 2xAxzx Kz 2 X Axz * Kz
(46)
* X + B5
x3 x? (47)

(p(x)=A1*z+A2*7+A3*x+A4

Aplicando as condi¢des de contorno para um elemento finito [u(0) = u;, u(L) = u;, w(0) =

w;, w(L) = w;, 9(0) = ¢;,9(L) = ¢;], obtem-se um sistema algebrico formado por:

u; = C6 (48)
Dxx 49
a1 A2 (43 - 41+ ) (9)
u; = * L5+ * LY + X2 * B2/, 13
7 120*R 24 %R 2%R
Dxx
+(A4_A2*AXZ*KZ)*L2+(A1*Dxx* —B—S)*L+C6
2x*R Axx R
w; = —B5 (50)
Al 2 Dxx A3 xx (51
=——xL*— L3 (Al ———) L? <A2 ——A4) L
i 24" Sl “vAxzekz 2)°0 T " Axz * Kz i
+ B5
¢ = A4 (52)
L3 L? (53)
@ =Alx—+ A2+ —+ A3 L + A4
6 2
O sistema de equagdes 48-53 pode ser escrito matricialmente como:
[Q1{c} = {u} (54)

onde o vetor nodal dos deslocamentos {u} ¢ a matriz de influencia [Q] sdo ddos por:
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W= w ¢ W w @; ] (55)

Figura 4 — Graus de Liberdade do elemento de arco de Timoshenko e Euler-Bernoulli

.-—"" J
€
Qtimo (56)
r 0 0 0 0 0 17
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
L5 +Dxx*L*R Dxx x L3 - L* Dxx * L? i L} L? L 1
- * - * ——
—|120+R Axx 6xAxz+Kz+R " 24xR 2+Axz+Kz+R " 6+R 2+R R
Dxx * L? - L* Dxx * L T L3 L? L Lo
AR TE N el Zr _z - _
2xAxz+x Kz Hmo 24 Axz x Kz mo 6 2
L3 L?
— — L 1 0 0
2 |
Sendo

Timo = 1 para o modelo de timoshenko e Timo = 0 para o modelo euler-bernoulli

Invertendo-se a matriz em (56), o vetor das constantes ¢ determinado como:

[x] = [Q} ' {u} (57)

Subsbtituindo-se (57) em (45-47), obtem-se as fungdes interpoladoras dos deslocamentos

longitudinais [M], transversais [N] e das rotagdes das secoes [P]:
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u(x) = [M)I{u} = W M)
w() = [N@I{u} = W[N]
9 () = [P} = (W} [P(0)]"

Onde
[M)] = [g,®)][e]
[N@)] = [g,0]101™
[Peo] = [g;(0]1017"
€
_ ( x° Dy, *Rx*x Dxx * x° ] x* Dxx * x* ] x3
g1 = + - * Timo - * Timo
120 * R Axx 6% Axz*x Kz * R 24« R 2%xAxz*Kz+* R
x* x3 x? )
= —— N _ =X 1 0
92 ( 24 6 2
x6 2
=|— 1 0 O )
93 ( 6 X

(58)
(59)

(60)

(61)
(62)

(63)

x? x )
-—— 1

6*R 2x*R R

Além disso, as interpoladoras das primeiras e segundas derivadas dos deslocamentos

transversais e a derivada das rotagdes podem ser escritas como:

dti(x) _ [M(x)] ()= (W} d[M()]"

x dx

dac)i(x) _ [N(x)] ) = (W) [N(x)]
X dx

dffX) _ d[P(x)]{ R LdCO) [P(X)]
X dx

A variacao da energia de deformagao do arco abatido de Timoshenko ¢ dada por:

omy, = f(axdsx + sz5]/xz)dV
14

Inserindo as Eqgs. 12 e 13 em 67, obtemos:

(64)
(65)

(66)

(67)
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du do du w do
57Tp=Ef —+—+Z<—> * <—>+6*—+6 Z(—) dav
y\dx R dx dx R dx (68)
+KGf ( +d“’)<5 +6dw)dV
v P )\°% dx
Substituindo-se 58, 59 e 60 no funcional da energia 68, fica:
6m, = {6u}" [K]{u} (69)
Onde [K] ¢ a matriz de rigidez que pode ser decomposta como:
[K] = [K{] + [K2] + [K3] + [Ky] + [Ks] + [Ke] + [K7] + [Kg] + [Ko] (71)
Sendo

[K1] = Agx[M']  [L] = [M']

T
[K2) = Ay 7]+ 1] 0
[K3] = Axx *U:T]* [L] = [M']"
[N] [N]"
[K4] =Axx*7* [L] * R

[K5] = Kz * Axz = [P] * [L] * [P]T * Timo

T

[K6] = Kz * Axz * [P] = [L] * [NR] * Timo

[K7] = Kz * Axz * ¥* [L] * [P]T * Timo

[K8] = Kz * Axz » [N'] * [L] * [N']T * Timo

[K9] = Dacx = [P'] = [L] = [P']"
Onde [M'],[N']e [P’] sdo as respectivas derivadas em x das matrizes [M], [N] e [P].
E a matriz [L] ¢ dada por:

[L14] [L12]]

(L] = JL[g(X)]T[g(x)]dx = [[le]T [L5,]

Onde
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L11 L10 L9 LS L7 L6 L5 L4 L3
11 10 9 8 7 6 5 4 3
L10 L9 L8 L7 L6 L5 L4 L3 LZ
Lal=1 2 Dhpn=rar =2 By =|E BB
10 9 8" T 6 5| T a3 2
A S K L* > It L3 12 L
9 8 7 6 5 4 3 2

4.4. Matrizes locais de Massa do Arco em Timoshenko e Euler-Bernoulli

Nesta secao ¢ apresentada a dedugdo da matriz local de massa consistente com as
fungdes interpoladoras propostas neste trabalho para representar o deslocamento transversal e

rotacdo da se¢do para arcos abatidos nos modelos de Timoshenko e Euler-Bernouli.

As velocidades, axial e transversal, sao dadas por:

p=% =9 (72)
dt dt

A parcela referente a energia cinética, aplicando variacional, ¢ dada por:

(73)
SU. =p f (udu + wdw)dv
1’4
Substituindo as Egs. 9 e 11 em 62, tem-se
_ 2 (74)
SU. =px* | (p*xz°*6p)dV +px* | (w*dw)dV + p * | (udu)dV
Que ao ser integrada ao longo da se¢do transversal fica:
(75)

6UC=p*IDf((p*5<p)dx+p*Af(w*6w)dx+p*Af(u5u)dx

Substituindo-se o sistema de Eqs. 64-66 no funcional de energia cinética, Eq. 75, tem-

S¢:

s, = {5u)T [M]fic} (76)
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Onde

[M] = [M;] + [M,] * Timo + [M3]
Sendo

[M,] = p+ 1, f (¢ * S¢)dx = Ip{PYTILI{P)
[Mi] = p =1y f (¢ * 5¢p)dx = [, {PY[LI(P}
(My] = pa f (¢ * 5p)dx = ANY LIV}

[M]=pa f (¢ * 5p)dx = AMYT[LI(M)

As matrizes de rigidez e de massa estdo associadas ao vetor de deslocamento {u}’ =
(Wi i @; U w; @j],
Desta forma, tendendo-se o raio para um valor infinito, as matrizes de rigidez e massa

replicam os resultados propostos por Queiroz (2010) e Petyt (1990)

4.5. Influéncia da Massa do Objeto na Estrutura
A andlise do Massa Moével em arcos abatidos baseou-se na equagdo de movimento de

da viga de Euler-Bernoulli quando submetida a a¢do de uma massa movel acelerada segundo

Esen e Mevkii (2011).
0*w(x,t) 0%w(x,t) ow(x,t)
Elx—ga P —%a  T2ruropr—a—=f(x0

(77)

Onde p e w,, sdo respectivamente a densidade e frequéncia circular da viga, e:

d?w * (xp, t) (78)

£,06,8) = [my * g = myy x —— 216 (x = x,)
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Xp = Xo + Vgt

dxp_
dez 0
2
dxp_a
dez ™

Pode-se escrever a Eq. 78 como:

f00t) = ={f1} + {f2}
Onde

{1} = [m] = (i} + [c] * @} + [k] * {u}

NN, 0 o Ni 0 0

0 NgN, NgN; 0 NNg NZ

[ N? 0 0 NN, 0 0
0 N2 NN, O NoNs NpNg
O N3N2 N32 O N3N5 N3N6

0 NN, NcN; O NZ NgNg

0 0 00 0 0
0 N,N,’ N,N5s'0 N,Ns' N,Ng'
0 N;N,’ N3N0 NiNs' NsNg/
ll=10 o 00 0 0
0 NgN,’ NgN;'0 NgNs' NgNg'
0 NN’ NgN;’O NgN' NNl
0 0 00 0 07
O ]IEZZ Z230 ZZS Z26
0 kzp k330 kzs ks
Ml=10 0 00 0 o
O k52 k530 k55 k56
0 kgy kesO kes ke

(80)

(81)

(82)

(83)

Onde k; j = v(t)* * N; * N;. {f2} sera inserido no sistema algebrico como vetor de

carga ¢ {f1} como elemento de corregdo das matrizes de Massa, Amortecimento e Rigidez.
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4.6. Sistema Algébrico da Estrutura

A solugdo numérica ¢ obtida a partir da discretizagdo do problema definido no continuo,
em um numero finito de elementos. As matrizes de rigidez e massa descritas nas segdes
anteriores sdo referentes a apenas um Unico elemento finito no sistema local de coordenadas.
Para que a solu¢do seja possivel, as contribuicdes de todos os elementos devem ser
convenientemente em matrizes globais associadas aos graus de liberdade de nos funcionais
discretizados. O espalhamento de uma matriz local genérica [t] do k-ésimo elemento finito em

uma matriz global genérica [T] da estrutura pode ser feita pelas expressdes:

[Try,5,] = [T1, ]+ [t (84)

[T1,,7,] = [Ty, 1,1 + [tij+o], (85)

[Th1] = [T ] + [ti,] (86)

[T),.1,] = [Thpp] + [Eitv,j4v] (87)
Com

[ =vNoi—v+1i,
Ji =vNoi—v+j,
I, =vNoj—v+i,

J, =vNoj—v +]j

Onde v = 2 e i,j = 1,2 para o modelo de Timoshenko e Euler. Noi e Noj representam
os numeros globais (inicial e final) do k-ésimo elemento.
Ja o vetor nodal equivalente do k-ésimo elemento {f} posicionado no vetor de for¢a da

estrutura {F} fica:

(F}={F}+ 6L {FL) = {F,} + {fisn} (88)
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Como a carga estd em movimento, para cada intervalo de tempo, a posi¢cao do vetor
forca muda seu posicionamento, resultando numa mudanga na alteragdo do vetor de forca da
estrutura, vide Figura 4. Assim, a cada instante analisado o elemento finito que esta sendo
carregado deve ser identificado e sua posicao em relagdo ao no6 inicial desse elemento deve ser
calculado; de posse desse, determina-se o vetor nodal equivalente local, e finalmente o vetor de
forga ¢é recalculado para dar prosseguimento ao calculo vetores dos deslocamentos, velocidades

¢ aceleracoes da estrutura.

Figura 5 — Vetor nodal de Carga Movel para viga dividida em dois elementos.

A determinacdo dos campos em cada instante requer uma integragdo temporal do
sistema de equacdes do problema discretizado. Neste trabalho utiliza-se o método Beta-
Newmark discutido em Bathe (2014), assumindo-se que a aceleracdo ¢ constante e igual a
aceleragao média do intervalo, de forma os parametros do método sdo « = 0,5 [ = 0,25.

O algoritmo ¢ desenvolvido de maneira andloga ao trabalho de Pereira (2016), adaptado

para o caso massa movel, e descrito abaixo e, trés etapas:

ETAPA I
1.Laco nos Elementos Finitos;
2. Montagem das Matrizes de Rigidez, Massa e Amortecimento da Estrutura a partir de

suas matrizes elementais (Kg, Mg, Cg).
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ETAPA II

1.

2.

3.

Reducao das Matrizes da Estrutura devido aos Graus de Liberdade;
Coeficientes do Algoritmo de Newmark;

Matriz de Rigidez Equivalente;

ETAPA III

1.

8.

9.

Inicio do Lago dos Passos no tempo;

. Determinacao da Coordenada da Carga Movel;

. Determinacdo do Elemento que contem a Carga Movel no passo atual;

. Determinacao do Vetor de carga F no Elemento no Passo Atual segundo Eq. 35 ¢ 36;
. Espalhamento de F no Vetor de Carga da Estrutura;

. Redugdo do Vetor de Carga da Estrutura devido aos Graus Prescritos;

Vetor de Carga Atualizado para o passo atual;

Calculo do Vetor de Deslocamento do passo atual;

10. Matrizes de Rigidez, Massa e Amortecimento atualizadas para o passo atual (caso

massa movel)

11. Diferenga entre os vetores de deslocamento atual e o passado;

12. Calculo da velocidade no passo atual;

13. Calculo da aceleragao no passo atual;

14. Atribuicdo dos vetores dos passos atuais como vetores do passado para o proéximo

passo de iteracao.

As etapas acima sdo ilustradas no fluxograma em anexo (vide Anexo B).
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5. Resultados

Com o proposito de introduzir futuramente o modelo de arco nas andlises dindmica sob

fonte movel, os modelos de Euler e Timoshenko foram implementados via o MEF neste

trabalho. Para o caso de carregamento estatico, foi analisado um arco bi apoiado. As respostas

numeéricas sdo comparadas com resultados analiticos de arcos.

5.1. Carregamento Estatico

O arco foi analisado a descritizagdo de um tnico elemento finito com comprimento de

6m, modulo de elasticidade longitudinal de 30 GPa, moédulo de elasticidade transversal de E/2

e relagio largura/comprimento de 1/20 com carga concentrada vertical de 10°N aplicada no

meio vao. As solucdes analiticas para os modelos de Euler e Timoshenko sdo dadas segundo

Nascimento Junior (2017). As deflexdes para o caso biapoiado sao dispostas na Tab.1.

Tabela 1 - Deflexdes para Arcos Abatidos Biapoiados

Carregamento Pontual em

L/2 10° N
w (m)paralL/h = 10

R/L Euler Analitico Euler Timo Analitico Timo
5 2.778 x 1073 2.778 x 1073 2.844 x 1073 2.844 x 1073
10 2.778 * 1073 2.778 x 1073 2.844 + 1073 2.844 x 1073
Viga 2.778 x 1073 2.778 x 1073 2.844 x 1073 2.844 x 1073

Carregamento distribuido 103 N/m
R/L Euler Analitico Euler Timo Analitico Timo
5 1.042 1074 1.042 = 107* 1.062 * 107* 1.062 * 107*
10 1.042 = 1074 1.042 = 107* 1.062 * 107* 1.062 * 107*
Viga 1.042 * 1074 1,042 « 10~* 1.062 x 10~* 1.062 x 10~*

w(m)paralL/h = 5

Carregamento Pontual em

L/2 105 N
R/L Euler Analitico Euler Timo Analitico Timo
5 3.472 x10™* 3.472 x10™* 3.806 x 107* 3.806 x 10~*
10 3.472 «107* 3.472 «10~* 3.806 * 10~* 3.806 * 107*
Viga 3.472 1074 3.472 x107* 3.806 * 107* 3.806 * 1074

Carregamento distribuido 103 N/m
R/L Euler Analitico Euler Timo Analitico Timo
5 1.302 * 1075 1.302 * 107° 1.402 * 107° 1.402 x 1075
10 1.302 * 1075 1.302 * 107° 1.402 * 107° 1.402 x 1075
Viga 1.302 % 1075 1.302 % 1075 1.402 % 1075 1.402 % 1075
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Observa-se que os resultados em elementos finitos recuperam os valores analiticos.

5.2. Frequéncias Naturais

Para validacao das frequéncias naturais obtidas para as teorias Euler-Bernoulli e

Timoshenko, o modelo de arco bi-apoiado foi analizado.

Na Tab. 2, as 10 primeiras freqiiéncias w obtidas numericamente sdo comparadas com

a solug¢do analitica (Axeno A) para arcos com altura um quinto ¢ um décimo do seu

comprimento.
Tabela 2a - Frequéncias Naturais para Arcos Abatidos (Parte 1)
w (rad/s) com L/h = 5
1 Elemento 2 Elementos 3 Elementos
Modo Euler Timo Euler Timo Euler Timo
1 358.057 352.235 323.871 309.455 323.02 307.612
2 1.641 = 103 | 1.604 * 103 1.432 %103 1.345 % 103 1.306 = 103 1.132 * 10”3
3 — — 1.961 = 103 1.961 x 103 1.861 * 103 1.861 « 1073
5 - - 6.563 * 10° 5.497 x 103 4.16 x 103 4.16 x 1073
10 - - - - - -
w (rad/s) com L/h = 5
4 Elementos 10 Elementos Analitico
Modo Euler Timo Euler Timo Euler Timo
1 322.843 307.045 322.761 306.518 321.924 305.644
2 1.295 % 103 1.109 % 103 1.29 % 103 1.087 = 103 1.29 % 103 1.083 % 103
3 1.825 %103 | 1.825* 103 1.786 = 103 1.786 = 103 1.782 % 103 1.782 % 103
5 3.922 10 | 3.922 103 3.616 = 10° 3.348 % 103 3.559 % 103 3.559 % 103
10 2.157 = 10* 7.882 x 103 9.806 * 10° 6.643 * 103 8.897 * 103 7.538 x 103
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Tabela 2b - Frequéncias Naturais para Arcos Abatidos (Parte 2)

w (rad/s) com L/h = 10
1 Elemento 2 Elementos 3 Elementos
Modo Euler Timo Euler Timo Euler Timo
1 179.455 178.726 162.261 160.339 161.752 159.688
2 820.399 815.988 716.093 704.443 652.811 626.252
3 — — 1.8 * 103 1.734 % 103 1.611 * 103 1.554 % 103
5 — — 3.282 x 103 3.209 x 103 4.16 * 103 4,16 * 103
10 - - - - - -
w(rad/s) comL/h = 10
4 Elementos 10 Elementos Analitico
Modo Euler Timo Euler Timo Euler Timo
1 161.638 159.492 161.622 159.439 161.296 159.099
2 646.254 616.165 645.254 613.275 645.193 612.524
3 1.463 * 103 1.337 * 103 1.452 % 103 1.31 % 103 1.452 * 103 1.303 * 103
5 2.64 x 103 2.31 % 103 2.585 * 103 2.199 x 103 2.581 x 103 2.167 * 103
10 8.546 * 103 7.695 x 103 7.232 % 103 5.45 % 103 8.893 % 103 8.893 x 103

Convém notar que a consisténcia dos resultados para as frequéncias naturais estd
fortemente ligada a quantidade de elementos que descritizam o arco. Desta forma, quanto maior
a frequéncia natural, maior o nimero de elementos necessarios para a obten¢ao de um resultado
preciso.

5.3. Carregamento Movel

Os resultados para cargas moveis utilizando os modelo de Timoshenko e Euler-Bernouli
foram obtidos segundo as seguintes consideracdes: A viga possui secao transversal retangular
comprimento de 6 metros, relacdo base/comprimento de 1/20 e altura/comprimento de 1/5. Seu
mddulo de elasticidade é de 30x10°N/m? e massa especifica de 2600kg/m>. A barra ¢é
discretizada em 10 elementos. O carregamento vertical ¢ de 10"5N e percorre o arco com
velocidade 3m/s. Analizamos a deslocamento transversal utilizando processos iterantivos de
200 e 500 passos. O termo passos, nesta se¢ao, faz referéncia a razao entre o tempo total de

passagem da carga e a variacdo no tempo, ou seja t/At. Os deslocamentos transversais em L/2
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sdo dispostas nas Tabs. 3a, 3b e 4. As solugdes analiticas para o modelo de Carga Mdvel em

Euler e Timoshenko s3o dadas segundo Fryba (1972)

Tabela 3a - Deslocamento Transversal em L/2 com 500 Passos e 10 elementos para Carregamento
Movel em Euler

Discretizacao: 10 elementos, 500 Passos
w10~* (m)utilizando o modelo de Euler
t(s) |R/L= R/L =10 R/L =50 Analitico Viga
0,2 1.005 1.01 1.011 1.0112
0,4 1.956 1.948 1.945 1.9760
0,6 2.738 2.747 2.747 2.7657
0,8 3.244 3.243 3.246 3.2702
1 3.456 3.445 3.437 3.45844
1,2 3.252 3.274 3.282 3.2886
1,4 2.714 2.691 2.691 2.7614
1,6 1.966 1.975 1.963 1.9589
1,8 1.009 1.023 1.044 1.0194

Tabela 3b - Deslocamento Transversal em L/2 com 500 Passos e 10 elementos para Carregamento
Moével em Timoshenko

Discretizacdo: 10 elementos, 500 Passos

t(s) w * 10™* (m) utilizando o modelo de Timoshenko
0.2 1.004 1.009 1.01 1.0112
0.4 1.959 1.95 1.947 1.9760
0.6 2.735 2.744 2.745 2.7657
0.8 3.246 3.244 3.248 3.2702

1 3.455 3.445 3.437 3.4584
1.2 3.253 3.275 3.283 3.2886
1.4 2.712 2.689 2.688 2.7614
1.6 1.968 1.977 1.965 1.9589
1.8 1.008 1.022 1.043 1.0194
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Tabela 4 — Deslocamento Transversal em L/2 com 200 Passos ¢ 10 elementos para Carregamento

Movel

Discretizagao: 10 elementos, 200 Passos

w * 10~*(m) utilizando o modelo de Euler

t(s) R/L =5 R/L = 10 R/L = 50 Analitico Viga
0,2 0.9652 0.9642 0.964 1,011294
0,4 1.934 1,936 1,937 1,976072
0,6 2.704 2,7 2,699 2,765777
0,8 3.238 3,244 3,246 3,270283
1 3.454 3,447 3,444 3,458443
1,2 3.251 3,259 3,262 3,288606
1,4 2.771 2,763 2,76 2,761416
1,6 1.96 1,966 1,97 1,958919
1,8 1.077 1,073 1,07 1,019482
w * 10~* (m) utilizando o modelo de Timoshenko
0.2 0.964 0.963 0.962 1.0112
0.4 1.936 1.938 1.939 1.976
0.6 2.702 2.698 2.696 2.7657
0.8 3.24 3.245 3.247 3.2702
1 3.453 3.446 3.444 3.4584
1.2 3.252 3.259 3.262 3.2886
1.4 2.769 2.761 2.758 2.7614
1.6 1.962 1.968 1.972 1.95891
1.8 1.075 1.072 1.068 1.01948
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Discretizando a barra em 20 elementos, com 200 passos no tempo, obtem-se os

deslocamentos transversais segundo a Tab. 5.

Tabela 5 — Deslocamento Transversal em L/2 com 200 Passos e 20 elementos para

Carregamento Movel

Discretizacao: 20 elementos e 200 Passos
w * 10~*(m) utilizando o modelo de Euler
t(s) |RIL=5 R/L=10 R/L =50 Analitico Viga
0,2 0.9659 0.9649 0.9647 1,011294
0,4 1.936 1.938 1.939 1,976072
0,6 2.714 2.71 2.709 2,765777
0,8 3.255 3.261 3.263 3,270283
1 3.48 3.473 3.471 3,458443
1,2 3.283 3.291 3.293 3,288606
1,4 2.798 2.792 2.789 2,761416
1,6 1.999 2.004 2.007 1,958919
1,8 1.093 1.092 1.089 1,019482
2 0.03858 0.03616 0.03829 0.01539
w * 10~* (m) utilizando o modelo de Timoshenko

0.2 0.9658 0.9648 0.9646 1.0112

0.4 1.936 1.938 1.939 1.976

0.6 2.714 2.71 2.709 2.7657

0.8 3.255 3.261 3.263 3.2702

1 3.48 3.473 3.47 3.4584

1.2 3.283 3.291 3.294 3.2886

1.4 2.799 2.792 2.789 2.7614
1.6 1.999 2.004 2.007 1.95891
1.8 1.094 1.092 1.089 1.01948

Comparando os resultados dispostos nas Tabs. 3 e 5, observa-se que a discretizagdo

temporal ¢ mais critica na obtengdo precisa dos deslocamentos. Os resultados da Tab. 3, onde

o arco discretizado ¢ em 10 elementos e 500 passos no tempo, se aproximam mais do resultado

analiticos do que os resultados da Tab. 5, onde o arco ¢ discretizado em 20 elementos e 200

passos no tempo.
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5.4. Massa Movel

Seja uma barra secdo de retangular e com comprimento de 6 metros, relagdo
base/comprimento de 1/20 e altura/comprimento de 1/10. Seu mddulo de elasticidade ¢ de
30x10°N/m? e massa especifica de 2600kg/m>. A viga ¢é discretizada em 10 elementos. O
carregamento vertical possui uma massa de 1.02 * 10* Kg e percorre o arco com velocidade
3m/s. Analizamos o deslocamento transversal utilizando processos iterantivos de 200 ¢ 500
passos. As deslocamentos transversais em L/2 sdo dispostas nas Tabs. 6 ¢ 7. Convém ressaltar
que as solugdes analiticas dispostas nas Tabs. 6 ¢ 7 correspondem ao modelo de Carga Movel.

Tabela 6 — Deslocamento Transversal em L/2 com 500 Passos € 10 elementos Para Massa Movel

Discretizagdo: 10 elementos 500 Passos
w * 10~* (m)utilizando o modelo de Euler
t(s) R/L=5 R/L =10 R/L =50 Analitico Viga
0.2 0.9989 1.007 1.013 1.0112
0.4 1.928 1.952 1.969 1.976
0.6 2.628 2.677 2.713 2.7657
0.8 3.098 3.177 3.238 3.2702
1 3.263 3.359 3.441 3.45844
1.2 3.02 3.169 3.284 3.2886
1.4 243 2.612 2.752 2.7614
1.6 1.575 1.776 1.934 1.9589
1.8 0.6067 0.8242 0.9963 1.0194
w * 10™* (m)utilizando o modelo de Timoshenko
R/L=5 R/L =10 R/L =50 Analitico Viga
0.2 1.045 1.049 1.052 1.0112
0.4 2.056 2.07 2.085 1.976
0.6 2.827 2.881 2921 2.7657
0.8 3.351 3.425 3.487 3.2702
1 3.6 3.723 3.817 3.4584
1.2 3.228 3.371 3.492 3.2886
1.4 2.615 2.792 2.937 2.7614
1.6 1.678 1.894 2.065 1.9589
1.8 0.6608 0.8761 1.055 1.0194
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Tabela 7 — Deslocamento Transversal em L/2 com 200 Passos ¢ 10 elementos para Massa Movel

Discretizagdo: 10 elementos 200 passos
w * 10~* (m)utilizando o modelo de Euler
t(s) R/L=5 R/L =10 R/L =50 Analitico Viga
0.2 0.9702 0.9734 0.9766 1,011294
0.4 1.899 1.921 1.938 1,976072
0.6 2.609 2.656 2.691 2,765777
0.8 3.148 3.222 3.28 3,270283
1 3.291 3.393 3.477 3,458443
1.2 3.028 3.161 3.272 3,288606
1.4 2.408 2.581 2.718 2,761416
1.6 1.625 1.813 1.967 1,958919
1.8 0.6539 0.8718 1.043 1,019482
w * 10~* (m)utilizando o modelo de Timoshenko
R/L=5 R/L =10 R/L =50 Analitico Viga
0.2 1.051 1.055 1.058 1.0112
0.4 1.992 2.013 2.03 1.976
0.6 2.842 2.883 2918 2.7657
0.8 3.338 3.41 3.471 3.2702
1 3.539 3.647 3.737 3.4584
1.2 3.231 3.375 3.494 3.2886
1.4 2.572 2.757 2.905 2.7614
1.6 1.758 1.964 2.132 1.95891
1.8 0.667 0.8923 1.074 1.01948

Usualmente as solu¢des de modelos de Massa Movel sdo obtidas numericamente ¢
apresentadas em graficos, dificultando o acesso preciso dos valores dos deslocamentos em cada
passo de tempo. J4 que neste exemplo o peso da estrutura (0,55 * 10°N) tem cerca de metade
do valor da forca aplicada no modelo de Carga Movel (10°N), ambos modelos de veiculos
produzem resultados na mesma ordem de grandeza. Com intuito de verificar a consisténcia do
modelo de Massa Movel implementado neste trabalho, atribuiu-se a massa do veiculo
equivalente a carga do modelo de Carga Movel dividida pela aceleragdo da gravidade, isto &,
m = P/g. Como o modelo de Carga Mdvel de uma viga biapoiada tem solugao analitica dada
em Fryba (1972), foi possivel a comparagdo dos resultados do algoritmo de Massa Movel
implementado neste trabalho.

Observando as Tabs. 6 e 7, conclui-se que ambos resultados estao coerentes, implicando

na correta implementagao do algoritmo de Massa Mdvel aqui apresentado.
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6. Conclusoes

Uma metodologia foi apresentada para analisar em elementos finitos estruturas em
barras (vigas e arcos abatidos) submetidas a acdes moveis utilizando os modelos de Carga
Movel e Massa Movel. As matrizes de rigidez exatas foram deduzidas para arcos abatidos
utilizando Timoshenko, onde ¢ considerada a deformacdo por cortante, ¢ 0 modelo de Euler-
Bernoulli, onde este efeito € desconsiderado. Além disso foram também deduzidas as matrizes
de massa consistentes correspondentes. No caso estatico, se observou que os resultados
numéricos recuperaram exatamente as solugdes analiticas, mostrando que o céalculo da matriz
de rigidez esta correto. Além disso, fizeram-se analises de vibracdo de arcos e vigas obtendo
solucdes numéricas que tendiam as analiticas a medida que a descritizagao do problema ia sendo
enriquecida, o que denota uma deducdo consistente para as matrizes de massa. Assumindo
grandes raios para arcos (R/L = 10 ou R/L = 50), foi feita uma comparagdo bem sucedida dos
modelos de Carga e Massa Mdével implementados neste trabalho com resultados analiticos de
vigas para Carga Movel nos modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko, denotando coeréncia e

conscisténcia dos algoritmos implementados neste trabalho.
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Anexo A (frequéncia natural analitica em Timoshenko e Euler-Bernoulli)

A partir das equagdes de movimento em Timoshenko e Euler dispostas em28-35, chega-se a
seguinte equagao:

DetTimo(w, L) = Axz * Kz x Axx? * Exx? » L% * p x 0% * timo + w2 * Axz * Kz * Axx? x Exx? x L* x R? x p x 0? % i?
* timo + w2 * Dxx * Axx? « Exx » L* x p * w? = i® + w* * Dxx » Axx? * Exx? « L? * R? » p x w? * {*
— Axz * Kz * Axx? x Exx = L® x R? x p? x w* x timo — Dxx * Axx? * Exx = L® x p?w* * timo — m?
* Dxx * Axx? * Exx * L* * R? * p? x w* x i? x timo — w? = Dxx * Axx? * Exx * L* x R? x p? x w*  {?
+ Dxx * Axx? * L® x R% x p3 * w® * timo — w® * Axz » Dxx * Kz * Axx * Exx® » R% = i® * timo + n*
* Axz * Dxx * Kz * Axx * Exx? = L? * R? x p x w? = {* x timo® + n* » Axz = Dxx * Kz * Axx * Exx?
%12 %« R? x p x w? * i* x timo — w2 x Axz * Dxx * Kz * Axx * Exx * L* x R? x p? x w* % i? * timo?

Onde timo = 0 para analise segundo Euler-Bernoulli e timo = 1 para Timoshenko.
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Anexo B (Fluxograma para analise da Acao de Cargas e Massas Moveis)

Carga Movel

!

n° elem, n° deslocs, n°
Passos, Matrizes de
Rigidez e Massa,
comprimento, cond.
contorno

]

N6 Leitura = (n° elem/2)+1

-

Dim= (n° deslocs)*(n° elem/2)

2

De i =0 até i= Dim -1; De j =0 até j= Dim -1
Matrizes globais da estrutura

(Kgij Mgy, Cgi;) =0

Vetor de carga POg; = 0

Matrizes globais do objeto

(Kgobjetongobjeto e Cgobjeto) =0

Distribui matrizes locais (k, m, ¢)
em (Kg,MgeCg)
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kr,mr.cr =
matrizes_globais_reduzidas(

Kg,Mg,Cg)

L

a = alfa(mr, cr, kr, At)

Kc =aqy +kr

u0 = mr=1 % (POr — Kc * u0 — cr * 1)

Passo Atual <
n° Passos

xb = velocidade * passogiyq * At

i

Elemgtya = floor(be)

-

b =xb— Elemgiyq * L

Ol
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F = Vetor de carga segundo
posicdo b e condi¢cGes de
contorno

!

Plr = F repartido no arco

Distribui matrizes locais
(kobjeto: mobjeto: Cobje ) em
(Kgobjeto: Mgobjeto € Cgobjeto)

|

(kr2,mr2, cr2) =matrizes_globais_reduzidas
(Kgobjeto' Mgobjeto e Cgobjeto)

|

(krf,mrf,crf) = (kr2,mr2,cr2) + (kr,mr,cr)

3

a = alfa(mr2, cr2, kr2, At)
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=)

Pc = P1r + a;u0 + a,u0 + azud

ul = kr=1Pc

Fim
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Subrotina

alfa(mr,cr, kr, At)

M, = + T( )
L7 BAt? ¢ BAt
M, = m + r( 1)
z LAt ¢ B
M ——mr(—1 —1)+ T At(—1+—)
*
3 2 ¢ 2
Fim
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